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Uvod

Na myslenku zpracovat v bakalaiské praci Descartovske téma jsem piipadl
pfi ¢teni knihy Maria Livia Je Biih matematik? Descart je pozoruhodnou
osobnosti, ktera zasdhla do historického vyvoje matematiky a filozofie, a jako
takovy si zaslouzi vice pozornosti. Zaroven je podle mého nézoru Skoda, ze
matematika je na naSich Skolach zakiim viceméné predkladana jako véda bez

vlastniho historického vyvoje.

Tato prace si klade za cil nastinit t¢éma dnes jiz pozapomenuté dynamické
geometrie na konkrétnim ptikladu konstrukce kiivek v Descartové Geometrii.
Pokud poslouZi jako inspirace pro mozZnost propojeni konstrukcni a

analytické geometrie s historii pfi vyuce matematiky, bude cile dosazeno.

S vyjimkou rovnic ovald, jejichZ odvozeni je pievzato od doc. J. Fialy, jsou
veSkera odvozeni rovnic kiivek v této praci ptivodni. Pfi odvozovani jsem se

snazil dodrzet postup, ktery by mohl pouzit i sdm Descart.

Oproti hojné rozsitené tradici v Descartové geometrii nenalezneme tzv.
kartézskou soustavu soutadnic, tak jak ji zname dnes. Je sice pravdou, Ze
Descartes pii feSeni uloh Casto vyuziva vztah dvou na sebe kolmych tsecek x
a y a Ze tento vztah vyjadfuje rovnici, hodnoty x, y a jiné vSak pro né¢ho vzdy
predstavuji velikosti nezndmych usecek, nenabivaji zdpornych hodnot a
nejsou soufadnicemi. Timto zplisobem budeme proménnym v rovnicich
rozumét i my. Rovnéz oproti dneSnimu znaceni velikosti iseCky |4B| se
pfidrzime spolu s Descartem znaceni 4B. Vzhledem k tomu, pak samoziejmé

AB znaci to samé jako BA apod.

Zlomky budeme v textu stejné jako Descartes uvadét ve formé 5 .V

citacich Descartova textu se nékdy stane, Ze je jeden vzorec rozdélen mezi

dva tadky jednoduse v misté, kde sazba dosla na konec fadku. To odpovida



zpusobu jakym byl sazen 1 ptivodni text v 17. stoleti. Na rozdil od Descartova
zapisu naopak budeme zapisovat druhou mocninu formou x’ a nikoliv xx.
Rovnéz se pridrzime dnes jiz zaZitého znaménka = a nikoliv Descartem

uzivaného symbolu 0.
Vykresy pouzité v této praci jsou rovnéz puvodni. Narysovany byly
v programu Cabri Geometry II, verze 1.1.2. Vyjimku tvoii Descartovy

vykresy prevzaté z jeho spisu Geometrie.



1. Stru¢ny Descartiiv Zivotopis

Ren¢ Descartes, potomek Slechtického
katolického rodu, se narodil 31.bifezna 1596 ve
francouzském mésteCku La Haye, jeZ dnes nese
Descartovo jméno. Roku 1606 zacal studovat na
prvni francouzské jezuitské koleji v La Fleche.
Zde se zabyval latinou, matematikou, klasickymi
studii, pfirodnimi védami a scholastickou
filosofii. Kvlli svému chatrnému zdravi a diky
znamosti Descartovy rodiny s rektorem koleje,

byl zpros§tén povinnosti vstavat o brzké paté

hoding ranni. Descart toho hojné vyuzival, travil

¥

Ilustrace 1: Descartova socha
v jeho rodisti (snimek porizen

dopoledne obvykle na lizku, kde se zaobiral,
studiem, rozjimanim a pfemyslenim. Tento zvyk Y ™Maps.google.com)
mu pak vydrzel po takika cely zbytek zivota. BEéhem studia se sezndmil s

Marinem Mersennem, s nimz ho pojilo celozivotni ptatelstvi.

O tomto svém studiu Descartes tika: ,,Ve svych mladSich letech studoval
jsem trochu z véd filosofickych logiku a z véd matematickych geometrickou
analysu a algebru, ti1 uméni ¢i védy, jez, jak se zdalo mohly prospéti ponékud
mému cili. AvSak rozbiraje je, zpozoroval jsem, Ze v logice jeji sylogismy

a vétsina jejich ostatnich nauk spiSe se hodi k tomu, vykladati druhému véci
znamé, anebo, jako nauka Lullova, mluviti bez soudnousti o vécech
neznamych, nez jim nauciti. A ackoli logika obsahuje vskutku mnoho
pravidel velmi pravdivych a velmi dobrych, je mezi nimi pfimiSeno tolik
jinych bud’ skodlivych nebo zbyte¢nych ... To bylo pfi¢inou, Ze jsem
pokladal za pottebné hledati néjakou metodu jinou, jez, majic ptfednosti

téchto tf, byla by prosta jejich chyb.“ (DESCARTES 1637a, str. 23)



Po ukonceni studia v La Fléche absolvoval Descartes prava na univerzité

v Poitiers, praxi vSak nikdy neprovozoval. V roce 1618 vstoupil do
holandského vojska prince Moftice Oranzského, od roku 1619 pak plsobil v
armad¢ Maxmiliana I. Bavorského, vidce katolické ligy. Traduje se, ze se
zucastnil, jakoZto dlstojnik této armady, na katolické strané bitvy na Bilé
hote. Konkrétni diikazy pro toto tvrzeni vSak chybi. Po odchodu z armady
roku 1621 Descartes sttidavé pobyva ve Francii a Italii. Roku 1628 se st¢huje
do Holandska, kde setrva dalSich dvacet let. V letech 1629 — 1633 zde
pracuje na spise Svet (Le Mond), ktery se vSak v reakci na proces s Galileo

Galileim rozhodl nezvetejnit.

V Holandsku take roku 1637 vydava ve francouzstin€ sviij spis Rozprava

o metode, jak spravné vést svij rozum a hledat pravdu ve véddach (Discours
de la méthode pour bien conduire sa raison, & chercher la vérité dans les
sciences. Plus La Dioptrique, Les Météores, et La Géometrie). Tento spis se
obsahové nepiekryva s Rozpravou o metode, tak jak je vydavéana v dnesni
dobé&. Piivodné vydany spis obsahoval tfi dodatky — o optice, meteorologii
a geometrii. Dnesni ,,Rozprava“ byla piivodn¢ jen tivodni stati celého spisu.
Hned jiz druhé vydani Rozpravy, prvni latinské, z roku 1644 jiz vychazi,
ziejmé s Descartovym souhlasem, bez tfetiho z dodatkit — Geometrie. Ta
vychdazi latinsky s komentati samostatné az roku 1649. V roce 1641 vychazi v
Patizi Descartiv spis Uvahy o prvni filozofii, v nichz se dokazuje Bozi

existence a nesmrtelnost duse.

Pro nés neni bez zajimavosti, Ze v ¢ervenci 1642 v zdmecku Endegeest
u Leidenu se René Descartes setkal s J. A. Komenskym. Jejich nazory se
podstatné odliSovaly a tak jejich setkani neptekrocilo rdmec formalni

zdvorilosti.

Roku 1644 vyslo v Amsterodamu nejvétsi Descartovo dilo Zdklady filozofie.
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Tento spis byl dedikovan princezné Alzbéte, se kterou si Descartes dopisoval.
Princezna Alzbéta byla dcerou Fridricha Falckého, ktery je u nés téz znamy

jako Zimni kral.

V tnoru 1649 obdrzel Descartes pozvani do Stockholmu od mladé kralovny
Kristiny, tam se v zai{ téhoZ roku vypravil. Svédské podnebi mu viak
nesveédcilo a jiz 11. tnora 1650, tedy ptiblizn€ po ptil roce pobytu, umira na
zapal plic. Pochovan byl nejprve ve Svédsku a roku 1667 byly jeho ostatky
ptevezeny do Francie. Dnes je jeho télo pochovano v kapli katedraly Saint-
Germain-des-Prés v Pafizi. Lebka je rovnéz v Pafizi, avSak je vystavena

v Muzeu ¢lovéka.

11



2. Descartova metoda
Descartova metoda spocivala ve své podstaté na ¢tyfech jednoduchych

pravidlech:

,Prvni bylo, nepfijimati nikdy zddnou véc za pravdivou, jiz bych s evidenci
jako pravdivou nebyl poznal: t. j. vyhnouti se peclivé ukvapenosti a
zaujatosti; a nezahrnovati nic vic do svych soudl nez to, co by se objevilo tak
jasné a zfetelné mému duchu, abych nemél Zadnou moZnost pochypovati

o tom.

Druhé, rozdéliti kazdou z otazek, jeZ bych prozkoumadval, na tolik ¢asti, jak je

jen mozno a zadoucno, aby byly 1épe roziesSeny.

Tteti, vyvozovati v nalezitém potadi své mySlenky, po€inaje pfedméty
nejjednodussimi a nejsnaze poznatelnymi, stoupaje povlovné jakoby se
1 mezi témi, jez ptirozené po sob¢ nenasledu;i.

A posledni, ¢initi vS§ude tak uplné vycty a tak obecné piehledy, abych byl
bezpecen, Ze jsem nic neopominul.“ (DESCARTES 1637a, str. 24)

Pravé z prvniho pravidla metody vychazi notoricky znamé moto Cogito ergo
sum. Konkrétné Descartes tika: ,,AvSak ihned potom jsem si uvédomil, Ze,

1 kdyZ jsem chtél myslit, Ze vSe je klamné, je nezbytné nutno, abych ja, ktery
tak myslim, existoval; a pozoruje, Ze tato pravda: myslim tedy jsem, je tak
pevna a jista, ze ani nejvysttednéjsi predpoklady skeptikl nejsou schopny ji
ottésti, soudil jsem, Ze j1 mohu piijmouti bez obavy za prvni zasadu filosofie,

j1Z jsem hledal. (DESCARTES 1637a, str. 40)

Geometrie, jak jiz bylo fe€eno vyse, byla v prvnim vydani ,,Rozpravy* jejim
tretim dodatkem. V téchto dodatcich Descartes demonstruje aplikaci své

metody pii feSeni konkrétnich problémi. A prave pouzitim této své metody
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pfinasi do geometrie systemati¢nost, ktera v ni do té doby chybéla. ,,Nevétim,
Ze by si toho byli stafi v§imli, nebot’ jinak by nebyli napsali tolik tlustych
knih, kde jen pouh¢ potadi jejich vét nas poucuje o tom, Ze neméli spravnou
metodu pro nachazeni vSech vét, nybrz ze jen shromazd’ovali ty, na néz

narazili.” (DESCARTES 1637b, str. 7)

Prvnim krokem bylo pfekonani ptekazky sou¢inu dvou tsecek, jehoz
vysledkem jiz od dob starého Recka byl obsah plochy obdélniku. Descartes
tento problém fesi genidlnim, ale zaroven 1 velice jednoduchym zplisobem.

Hned ve druhém odstavci prvni ¢asti knihy Geometrie tika:

,» lak jako sestava cela aritmetika pouze ze ¢tyt nebo péti operaci, jimiz jsou
secitani, odecitani, ndsobeni, déleni a odmocitovani, jez l1ze pokladat za
zvlastniho druhu d€leni, tak podobné v geometrii, ktera pii nachézeni
hledanych usec¢ek nemlZe postupovat jinak, nez zZe k nim ptidava, nebo od
nich odebira Gsecky jiné; nebo také tak, ze vezme jednu tsecku, kterou budu
nazyvat jednotkou, aby se Iépe ukdzalo na souvislost s ¢isly, a kterou Ize
obvykle vybrat libovolné a k tomu jesté dalsi dvé, aby se nalezla ¢tvrta, ktera
se ma k jedné z téchto dvou tak jako jednotka k druhé z nich, coz vede

k déleni.* (DESCARTES 1637b, str. 1)

Zavedeni této jednotkove usecky umoziuje kromé nasobeni a déleni
definovat 1 mocninu a odmocninu usecky, kde vysledkem je vzdy opét
usecka. To dovoluje vzajemné propojeni geometrie s aritmetikou a tedy
1 aplikaci aritmetickych postupii v geometrii. Dalsi je pak jiz jen Cisté
logickym vrstvenim disledki pouzitim Descartovy metody.
Zajimavym a dillezitym pfinosem pro novodobou matematiku je také
Descartova symbolika, kterou zavadi hned vzapéti. Do dnesnich dnil se

zachovalo jeho znaceni neznamych veli¢in pismeny z konce abecedy — x, y, z,

znamych veli¢in z jejiho poéatku — a, b, ¢ nebo znadeni mocnin — x°. Tim
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jeho zépis ziskava na srozumitelnosti a je pochopitelny pro ¢tenaie i po vice

jak tiech stoletich.

Nasledné se jiz Descart pousti do feSeni rovnic a Pappovy tlohy. Vzhledem

k tématu této prace se jimi nebudeme zabyvat podrobné&ji. VSimneme si vSak
zavéru prvni ¢asti knihy, nebot’ nam vysvétluje diivod, pro¢ Descartes,
zdanlivé nahle, odbocuje od fesené¢ho problému a nadale se vénuje kiivkam:
,» -.. vV dlsledku ¢ehoz ji Ize vyftesit pomoci kiivky, kterd je nejvyse o jeden
pozd¢ji. A toto je prvni ¢ast toho, co jsem chtél dokazat; ale diive nez piejdu
k Casti druhé, je nezbytné, abych fekl néco obecné o povaze kiivek.*
(DESCARTES 1637b, str. 16) Pti feSeni Pappovy Ulohy se Descartes dostal
az na sam¢ hranice tehdejSich znalosti o kfivkach. Nebylo tedy mozné v jejim
feSeni pokracovat, aniz by tyto hranice posunul dale. V diisledku toho je

odbocka ke kiivkam, typicky pro Descarta, logicka a ucelova.
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3. Krivky v La Geometrie

Descartovi se jevi jako nevyhovujici klasifikace geometrickych uloh podle
starych Reki. ,,Stafi si dobie v§imli, Ze Gilohy geometrie jsou z&4sti rovinné,
zCasti télesné a zCasti kiivkové, to znamena jedny, které 1ze konstruovat
pouze pomoci ptimek a kruznic, druhé, v nichz se pouzije aspon jedna
(DESCARTES 1637b, str. 17) Descartes naproti tomu vyslovuje mySlenku,
ze neni tfeba v geometrii diskriminovat kiivky, které lze narysovat pomoci
ptistrojl jedinym pohybem. VZdyt 1 pfimku a kruZnici ,,kreslime na papir
pomoci pravitka a kruzitka, které 1ze prave tak oznacit za ptistroje.*
(DESCARTES 1637b, str. 17) Diilezitou podminkou pro ptijeti kiivek do
geometrie, a jejich dalsi vyuzivani pii feSeni uloh, je pravé jejich
narysovatelnost jednim pohybem. Proti nim stoji kfivky jako spirala nebo
kvadratrix, které 1ze narysovat pouze dvéma soub&znymi rovnomérnymi
pohyby, z nichZ jeden probihd po pfimce a druhy po kruznici, a které nelze

vyjadiit algebraickymi rovnicemi.

Podle Descarta: ,,Nelze ani odmitnout ty zpusoby, kde se pouziva niti nebo
provazku ke stanoveni rovnosti nebo rozdilnosti dvou nebo vice usecek, které
1ze vést z kazdého bodu hledané kiivky k jinym bodiim, nebo na jiné piimky
pod urcitymi thly. (DESCARTES 1637b, str. 39)

Pti konstrukci ovalt, které Descartes vyuziva v dioptrice, ale ptipousti

a pouziva i1 konstrukci bodovou. Dlivodem vSak jsou €isté technickd omezent,
na kterd narazil — jak si ukdzeme pozdéji, je pii jejich konstrukei jednim
pohybem zapottebi vyuzit kruznic, které v zavislosti na pohybu méni plynule

svlj polomér.

Kitivky, které l1ze narysovat jednim pohybem, Descartes nazyva geometricke,

ostatni pak jsou mechanické. V dne$ni terminologii, kterou zavedl roku 1684
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G. W. Leibniz, se jedna o kiivky algebraické, respektive transcendentni.'

(LEIBNIZ 1684)

Souvislost mezi ,,narysovatelnymi kiivkami a kiivkami, které 1ze definovat
rovnici, vidél jiz Descartes. ,,Abychom pochopili souhrn vSech kiivek, které
se nachazeji v ptirod¢, a rozliSovali je podle pofadi do urcitych rodl, nezndm
nic lepSiho nez fici, Ze vSechny body téch kiivek, které 1ze nazvat
geometrickymi, to jest téch, které spadaji pod n¢jakou ptesnou a exaktni
miru, mély nutné néjaky vztah ke vS§em bodlim néjaké ptimky, ktery mize
byt vyjadien néjakou rovnici, jednou a touz pro vSechny body kiivky.*
(DESCARTES 1637b, str. 21) To, Ze se jedna skute¢né o mnoziny
ekvivalenti, vSak byla dok4dzano az mnohem pozdéji A. B. Kempem.

(KEMPE 1877)

Rody kiivek Descartes zavadi tak, ze do prvniho rodu fadi vSechny
kuzelosecky, do druhého rodu kiivky jejichz rovnice je tietiho nebo ctvrtého
stupné, do tietiho rodu kiivky s rovnicemi patého a Sestého stupné: a tak dale

do nekonec¢na. VSimnéme si, Ze ptimka zadny ptifazeny rod nema.

1V komentafich k ¢eskému vydani Geometrie (DESCARTES 1637b) doc. Fiala nespravn€ pouziva termin
transcendentalni.
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4. Pravitkovy pristroj

Pravitkovy pfistroj je prvnim ze zafizeni, jeZ Descartes navrhuje pro
konstrukci kiivek. ,,Tento piistroj sestava z nékolika pravitek spojenych tak,
ze zustava-li pravitko YZ na ptimce AN, lze thel XYZ rozevirat a svirat

a jestlize je tento tihel uplné sevieny, pak body B, C, D, E, F, G, H splyvaji

— i, - e
ACY — E\ G\ N

Ilustrace 2: Descartova ilustrace pravitkového pristroje (DESCARTES 1637b, str. 20)

s bodem A. AvSak s tim, jak se tento thel rozevird, posouva pravitko BC,
kter¢ je kolmo ptipevnéno k XY v bod¢ B, smérem k Z pravitko CD,
klouzajici po YZ tak, Ze je k této usecce stale kolme; a CD posune DE, ktere
klouze po YX, ptfi¢emz ziistava rovnobézné s BC, DE posune EF; EF posune
FG; ato zase GH, a lze si predstavit nekone¢né mnoho dalSich pravitek, ktera
se posouvaji postupné jedno za druhym tymz zplisobem, a z nichZ jedny

sviraji stale tytéz tihly s YX a jiné s YZ.*“ (DESCARTES 1637b, str. 19)

Pti konstrukci pravitkového pfistroje v Cabri Geometry II si nejprve

vytvotime bod Y jimZ prolozime dvé libovolné pfimky X a Z. V dal§im kroku
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vytvotime kruznici o libovolném poloméru a se sttedem v bod¢ Y. Priisecik
kruznice s ptfimkou Z, resp. X, nazveme 4, resp. B. V bod¢€ B vzty¢ime

kolmici k ptimce X. Vznikly prisecik této kolmice a ptimky Z nazveme C.
V bod¢ C vzty¢ime kolmici, jejiz prusecik s pfimkou X nazveme D. A takto

muZeme pokracovat do nekonecna.

llustrace 3: Postup konstrukce pravitkového pristroje v Cabri Geometry I1

Uchopime-li ptimku X, d4 se s ni nyni ota€et kolem bodu Y. Pii oddalovani

bodli 4 a B od sebe, vidime jak se jednotlivé kolmice a priseciky vzdaluji od

bodu Y a jak se pfi opacném pohybu vraci zpét. Funkce ,,Stopu zapni/vypni‘

¢

nam umozni sledovat drahy, které opisuji priseciky kolmic s ptimkou X. Tyto

drahy jsou kiivkami, které hledame.
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llustrace 4: Kruznice opisovana bodem B pravitkového pristroje

Rovnici nulté kiivky (prvni kiivkou dle Descartova Cislovani je az kiivka
opisovana bodem D, druha kiivka je opisovana bodem F’ atd.), kterou opisuje
bod B, vyjadiime celkem snadno. Nezndmé tseéky si oznaéime x a y. Usecka
YA = YB, kterou ozna¢ime a, je volitelnym parametrem pftistroje. Pomoci
pythagorovy véty dostdvame: x° + )7 = a’, coz je rovnice kruznice.

vvvvvv

kruznice, vyuzijeme nejprve vztahu vyplyvajicich z poméru stran

v podobnych trojuhelnicich YCB a DYC:

a

YD =

Qf‘wé‘x
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YB=YA=a
. YC=x
B, DC=y

llustrace 5: Krivka opisovana bodem D pravitkového pristroje

Druhou potfebnou rovnici dostaneme obdobnym zptsobem z trojuhelniki
YCD a DBC:

YD—a y
y YD
YD’—a YD = .

Dosazenim a upravou dostdvame rovnici kiivky opisovanou bodem D:

x4=a2(x2+y2) .
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YB=YA=a
. YE=x
£ EF =y
DY =u
CY=v

llustrace 6: Kfivka opisovand bodem F pravitkového pristroje
Pro odvozeni rovnice druhé kiivky, kterou opisuje bod F; vyuZzijeme znalosti
rovnice prvni kiivky. Stejn¢ jako se méla v pfedchozim ptipadé k bodu B

usecka a, ma se nyni k bodu F tsecka u. Miizeme tedy psat:
x4:u2(x2+ yz) .

Z poméra v podobnych trojuhelnicich dostavame rovnice:

Qs < |2

Dosazenim a apravou dostadvame vztah pro tseCku u:
2 3 2 4
u =va x .
Po dosazeni a Gipravé jiz dostavame rovnici hledané kiivky:

x8=a2(x2+ y2)3 .
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: YB=YA=a
YG=x
S . GH=y
o T D DY = u
Cr=v
5 YE=w

llustrace 7: Krivka opisovana bodem H pravitkového pristroje

U tteti kiivky opisované bodem H budeme postupovat obdobné jako
v predchozim ptipadé. Posouvame se o jeden bod na pravitku X dale od bodu
Y. Bod H se ma k usecce u stejné jako se mél v predchozim piipade bod F

k usecce a. Rovnice kiivky s neznamym parametrem u tedy bude:
xg=u2(xz-|—y2)3 .

Pro vyjadieni neznamé tiseCky u pouzijeme opét poméry stran podobnych

trojuhelniki:

Qe < |2 <8
TI® = =<
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Po dosazeni a upravach dostdvame:
w'=ia"x" .
Dosadime do rovnice kiivky:
o= SW (x2+y2)3 .
Po upravé dostadvame vyslednou rovnici hledané kiivky:

x12:a2(x2+ y2)5 ]

" 6 E q | K z
J’I
;
;

llustrace 8: Pravitkovy pristroj a jim narysované krivky

Obecny vztah pro n-tou kiivku pravitkového pftistroje pak je:
x4n: a2<x2_+_ y2)2n71 ]

Na zavér této kapitoly si uved'me Descartliv vyrok na adresu pravé

popsanych kiivek:

,Nevidim vS8ak nic, co by branilo pojimat stejn¢ jasné a zietelné popis této

prvni kiivky jako popis kruznice nebo aspon kuzelosecek; ani nic, co by
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branilo chapat druhou, tfeti a v§echny dalsi stejn¢ dobfte jako prvni;
a v disledku ani pro¢ by se nemohly pouZzivat stejnym zplisobem

v geometrickych tivahach.“ (DESCARTES 1637b, str. 20)
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5. Pravitkovy pristroj pro hyperbolu
Tento pfistroj je soustavou nékolika nekone¢nych pravitek. Pravitka G4 a LA
jsou pevna a v bod¢€ A4 sviraji pravy tihel. Bod L se vS§ak mlZe volné

pohybovat po pravitku smérem nahoru a dola. Velikost usecky G4 je

llustrace 9: Descartova ilustrace pravitkového pristroje pro
hyperbolu (DESCARTES 1637b, str. 22)

volitelnym parametrem piistroje. Pravitko GL je upevnéno v bod¢ G a kolem
tohoto bodu v zavislosti na pohybu bodu L provadi kruhovy pohyb. Pravitko
NK setrvava v konstantni pfedem nastavené vzdalenosti od bodu L a

pohybuje se tedy zarove s timto bodem. Uhel pravitek LA a NK je piedem
vymezen velikosti iseCky NL a béhem vykreslovani kiivky zlistdvd neménny.
Bod C je prisecikem pravitek NK a GL a prave jeho pohyb opisuje vyslednou
kiivku.

Pti konstrukci pravitkoveho pfistroje pro hyperbolu v Cabri Geometry 11
nejprve narysujeme piimku GA. Pro nasi potiebu je nejlepsi ptimku
narysovat vodorovné¢ a bod G umistit nalevo od bodu 4, ale obecné je poloha

obou bodi libovolna. Vzdalenost mezi body A4 a G si zvolime a znacit ji
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budeme a. V bodé€ 4 vzty¢ime kolmci k ptfimce GA. Na této kolmici umistime
bod L. Body G a L proloZime pfimku. Nyni narysujeme bod K. Bod K bude
lezet na ptfimce LA nad bodem L. Aby pravitkovy pfistroj spravné fungoval,
potfebujeme udrzovat piti pohybu pfistroje konstantni vzdalenost mezi body
K a L. Toho dosdhneme nejlépe tak, Ze z bodu L opiSeme kruZnici se
zvolenym polomérem b, ktery je druhym volitelnym parametrem pfistroje.
Bod K bude priiseCikem této kruznice s ptimkou LA. KruZznici nyni miizeme

skryt pomoci funkce ,,Skryj/ukaz*.

llustrace 10: Postup konstrukce pravitkového
pristroje pro hyperbolu v Cabri Geometry 11

Na kolmici k pfimce LA prochazejici bodem L umistime nalevo od bodu L
bod N. Velikost usecky LN je tietim volitelnym parametrem piistroje

a budeme ji znacit c. Body K a N proloZime ptfimku. Prisecik této primky

s pfimkou GL nazveme C. V paté kolmice k piimce LA prochéazejici bodem C
lezi bod B. Pravitkovy piistroj pro hyperbolu je hotov. Pfi pohybovani bodem
L po piimce LA bod C opisuje hledanou kiivku. O tom se mizeme presvédcit

zapnutim funkce ,,Stopu zapni/vypni“ pro bod C.
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llustrace 11: Pravitkovy pristroj pro hyperbolu, CB =y, BA =x, GA =a, KL = b,
NL =c¢

Jak uz nazev pftistroje napovida, narysovana kiivka je hyperbola. Diikaz

a odvozeni vzorce nechame tentokrat na Descartovi:

., Vyberu néjakou usecku, naptiklad 48, abych vztahl k jejim rliznym bodim
vSechny body této kiivky EC, a na této usecce AB zvolim bod, naptiklad A4,
abych v ném zacal vypocet. ... Poté, co jsem na kiivce vybral bod, naptiklad
C, v némz je umistén ptistroj slouzici k jejimu opsani, vedu z tohoto bodu C
piimku CB rovnobézné s GA; a protoze CB a BA jsou dvé neur€ité a neznamé
veli¢iny, pojmenuji jednu y a druhou x. Abych vSak nalezl vztah jedné

k druhé, uvazim jaké zndm veliCiny, které urcuji popis této kiivky: naptiklad
GA, kterou nazvu a, KL, kterou nazvu b, a NL, rovnoubéznou s GA, kterou

nazvu c. Pak feknu: tak jako se m& NL k LK ¢ili ¢ ku b, tak se ma CB ¢ili y
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k BK, ktera je tudiz f v;aBL je f y—>b;aALjex + f y —b. Navic jak
semd CBKLB,iliyku 2 y—b,tak se méda&ili G4,k LA, ¢ilix + 2 y—
b. Takze ndsobime-li druhou tfeti, dostaneme % y —ab, coZ se rovna xy +

b W /4 14 14 14 4 /4
- 3 — by, coz se dostane nasobenim prvni a posledni; a tak dostivame
rovnici, kterou bylo tfeba najit:

2 c
y =cy—zx y+ay—ac .

Z ni poznavame, Ze kiivka EC je prvniho rodu: a opravdu to neni nic jiné¢ho

neZ hyperbola.*

Descartem odvozena rovnice ma vsak platnost pouze levém hornim
kvadrantu vymezeném pravitky G4 a LA. Vztahy BL = KB — b

a LA = x + BL, které Descart pouZzil, totiZz neplati obecné a zavisi na poloze
bodu C. Musime si uvédomit, ze kazda pouzitd hodnota je velikosti iseCky

a nemuze nabyvat zapornych hodnot. Uveden¢ vztahy tak dokonce neplati
ani v celém levém hornim kvadrantu. Pro ptehlednost celou plochu rozdélime
na Sest Casti: jiz zminénymi ptimkami GA4 a LA a dale pifimkou, feknéme g,
ktera prochazi bodem G a je kolma na ptimku GA. Pokud budeme v dalSim
textu uvaZovat poloroviny ¢i kvadranty, budeme vzdy, jestliZze nebude feceno
jinak, mluvit o rozdéleni roviny pfimkami GA4 a LA. Nadale si rovnéz
budeme, v situacich kdy bude nutné rozliSovat, znacit praseciky lezici nalevo
od pfimky g jako Cs, pruseciky lezici mezi piimkami g a LA jako C;

a priseCiky leZici napravo od ptimky LA jako C.. Na ptimce LA v nami
uvazovanych situacich ziskat prisec¢ik nemiizeme, na ptimce g je prusecikem

vzdy pouze bod G. Vztahy mezi LB, KB a b jsou nasledujici:

LB =b-KB LB=EKB-h LB=KB +h
_ G _ A nejsou

LB =KB-h LB =b-KB priisediky

Tabulka 1
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Je tieba si povS§imnout toho, Ze tyto vztahy plati pouze pii zvolené
konfiguraci pfistroje: bod K lezi nad bodem L a bod N leZi od bodu L vlevo.
Pokud napftiklad pfemistime bod N napravo od bodu L nebo bod K pod bod L,
bude se pfimka NK svazovat na opa¢nou stranu a zminéné vztahy jiz platit
nebudou. Neni vSak nijak tézké si nové vztahy odvodit a tak je zde uvadét

nebudu.

Vztahy mezi LA, BL a x maji obecnéjsi platnost. Nejen, Ze postaci
zachovame-li pouze polohu bodu G na pravitku nalevo od bodu 4, ale
dokonce nemusime ani rozliSovat nachazi-li se bod C nad nebo pod ptimkou
GA. Tyto vztahy se nam budou hodit i pti pozd¢€jSich odvozovanich, proto je
tabulka doplnéna i o rovnice platici v pravém dolnim kvadrantu, i kdyz pro
aktudlnég feSeny ptipad, zde pruseciky ziskat nemizeme. Zarovein s ohledem
na pozdé&jsi vyuziti této tabulky pfti jinych vypoctech jsou usecky x a y

oznaceny svymi krajnimi body B4 a CB.

nalevo od pfimky g (C,) | mezi pfimkamiga LA(C,) | napravo od pfimky LA (C,)
R /
\C‘ﬁ'ﬂ B 7%
N / L //
G \\a A Ci - / L
\ S ;
\\\ / g
s G a A G A
i %
< S
L G~ @ A
G a A
// N, \\\
G 2 A e ™ " L\
c B B B e\
W
BA=BL-LA BA=LA-BL BA=LA+BL
% LA _a
vzdy plati : 5= CB
_ CBxBA Lg - CB*BA Lp CBBA
k3 CB-a a—CB a+CB
Tabulka 2
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Po zopakovani Descartova postupu odvozeni rovnice hyperboly i s ostatnimi

vztahy ziskdvame tyto rovnice:

pro C; a C; nad pfimkou GA:  y*=cy—x+ay—ac

pro C; a C; pod piimkou GA: y2=cy+%xy tay—ac

pro C, nad ptfimkou GA4: y2=—0y+%xy—ay—ac

Vidime, Ze Descartiiv vzorec odpovida rovnici pro pro C; a C; nad ptfimkou
GA. Nyni na chvili zapomeneme na to, Ze x a y reprezentuji velikosti tsecek
a zavedeme si pravothlou soustavu soufadnic. Napt. bod 4 bude pocatkem,
pfimka GA osou y s hodnotami rostoucimi zprava doleva, ptimka LA osou x
s hodnotami rostoucimi odspoda nahoru. Do rovnice pro C; a C; pod
pfimkou G4 si nyni miizeme za x dosadit —x a do rovnice pro C, nad
ptimkou G4 za y dosadit — y. Tak dostaneme stejnou rovnici pro vSechny
¢asti hyperboly. Tento postup Ize aplikovat i na vSechny dalsi rovnice kiivek

narysovanych pravitkovym pfistrojem.

5.1 Pravitkovy pristroj — prfimka KN rovnobézna s pravitkem
GA

V pravitkovém pfistroji pro hyperbolu, ktery jsme si ptipravili v predesleé
kapitole, odstranime ptimku KN. Misto ni si bodem K prolozime kolmici
k ptimce LA. Prase¢ikem této kolmice a ptfimky GL je bod C, ktery bude
vykreslovat pi1 pohybu bodu L hledanou hyperbolu.

Pro odvozeni rovnice narysované hyperboly vyuzijeme podobnosti

trojuhelnikit GAK a CKL. Z ni plyne: =< . Podle polohy bodu C nyni

a

plati vztahy: C5: AL =c—y; C;: AL =c +y; C;: AL = y — c. Po dosazeni

a upraveé dostdvame rovnice pro jednotlivé Casti hyperboly:
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Cs: xy = cx — ac;
Cr: xy =—cx + ac;
Cr:xy =cx + ac.

Stejné jako v pfedchozim ptipad€ bychom mohli zavést pravotihlou soustavu

soutfadnic a tim sjednotit tyto tfi rovnice do jedné.

llustrace 12: Pravitkovy pristroj pro hyperbolu, primka KC rovnobéznd s primkou GA
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6. Pravitkovy pristroj s kuzeloseckami

K pravitkovému pfistroji, ktery jsme zkoumali v pfedchozi kapitole,
Descartes dodava: ,,Jestlize se v pfistroji, ktery slouzi ke kresleni této kiivky,
usecka nahradi CNK tentokrat hyperbolou nebo jakoukoli jinou kiivkou
prvniho rodu, kterd ohranicuje utvar CNKL, bude prisecik této kiivky

s pravitkem GL opisovat misto hyperboly EC jinou kiivku, kterd bude
druhého rodu. Naptiklad jestlize je CNK kruzZnice, jejimz stfedem je L, opiSe
prvni konchoidu starych geometri; a jestlize je to parabola, jejiz diametr je
KB, opise kiivku, ktera je, jak jsem uz tekl, prvni a nejjednodussi v Pappove

otazce.“ (DESCARTES 1637b, str. 23)

V nékolika nésledujicich kapitolach vyuZijeme toho, ze Cabri Geometry II
ma funkci pro vykreslovani kuzelosecek, a nékolik konstrukci kiivek
pravitkovym pfistrojem s kuzeloseckou misto ptimky NK si vyzkouSime.

S vyjimkou tridentu sdm Descartes tyto konstrukce v Geometrii neprovadi.

Pro konstrukci kuZeloseCky v Cabri Geometry II je tfeba zadat pét riznych
bodl. Vzajemna poloha téchto bodi urcuje druh a tvar kuzelosecky. Pro
spravnou funkci pravitkového pftistroje potiebujeme, aby se kuzelosecka
pohybovala zaroven s bodem L. Toho 1ze dosdhnout naptiklad tim, zZe body
definujici kuzelosecku umistime na soustiedné kruznice se sttedem v bodé L.
Zménou poloméri kruznic pak miizeme ménit nejen tvar ale 1 druh

kuzelosecky.

6.1 Pravitkovy pristroj s kruznici

Jak uz zjistil Descartes, pokud nahradime pfimku KN kruZnici se sttedem
v bod¢ L opise prisecik C konchoidu. Rovnici narysované konchoidy
odvodime velice snadno. Rovnice nasi kruznice je LB*+x’=r> . Do této

rovnice dosadime pfedem piipravené vztahy pro dosazeni za LB (tabulka 2).
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G BC=x
AB =y
GA=a
J KL=r

llustrace 13: Pravitkovy pristroj s kruznici - konchoida
Po upravé dostavame rovnice:
pro C;aCi: x*y'=(r"—x")(x—a) ;
pro C»: x> y’'=(r’—x")(x+a) .
Pro poloroviny nad a pod ptimkou GA jsou rovnice shodné. Je to dano
osovou symetrii konchoidy podle osy GA. Jesté naposledy pfipomeneme, Ze
jako vzdy bychom po zavedeni soustavy soufadnic a nahrazeni velikosti

useCek x a y soufadnicemi, ziskali jedinou rovnici konchoidy spole¢nou pro

ob¢ poloroviny.
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llustrace 14: Pravitkovy pristroj s llustrace 15: Pravitkovy pristroj s
kruznici - konchoida, GA = r kruznici - konchoida, GA > r

6.2 Pravitkovy pristroj s elipsou

Pokud nahradime kruznici v pravitkovém pfiistroji elipsou, ziskame kiivku,
ktera je velice podobna konchoid¢ z predchozi kapitoly. I jeji rovnici ziskdme
podobnym zplisobem. Nejprve se podivejme na ptipad, kdy jedna osa elipsy
lezi na piimce LA a druhd s ni svira pravy thel. Do rovnice elipsy

X LB , v u . ,
=t = 1 dosadime ptedpfipravené vztahy pro dosazeni za LB (Tabulka 2,

viz str. 29).
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Po dosazeni a Gipravé ziskavame rovnice vysledné kiivky:

2
pro C3 aClI: x2y2=b—2(02—x2)(x—a)2 ;

c

2
b

2
C

(cz—xz)(x+a)2 ]

pro C2: x’y’=

=

CB=x
BA=y
GA=a
ElL =c
KL=h

llustrace 16: Pravitkovy pristroj s elipsou, osy
elipsy rovnobezné s GA a LA

6.2.1 Elipsa s rotaci

Pro odvozeni rovnice kiivky vykreslované pruseciky pootocené elipsy

s pfimkou GL nejprve upravime rovnici elipsy xc—;+yb—; =1 tak, aby

vyjadiovala zavislost velikosti iseek x a BL. Situaci ndm opét ponckud

komplikuje nemoznost vyjadiovat velikost tsecek zdpornymi €isly. Rovinu je
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proto nutno rozdélit na osm sektorti:

Vil

& vl
v

Pro rotaci 0° — 90° v¢etné proti sméru hodinovych ruc¢icek v jednotlivych
sektorech plati vztahy (veli€inu e jsme zavedli pro zjednoduSeni zapisu —
jedna se o velikost usecky LD a jeji velikost ziskdme pomoci pythagorovy

véty z trojahelniku LDF):

I. +V.: x'ziergx y’:—gy—ix
C C C C
II. +VI.: X'=iy+£x y'=£y—ix
C C C C
d d
L + VI x'=%y-%x yr=Lfy+2Ly
C C C C
. d , d
IV. + VII:  x'=—%y+<x  yp'=Syp+&x
C C C C

Pro rotaci 0° — 90° v€etné po sméru hodinovych rucic¢ek v jednotlivych

sektorech plati vztahy:
I. +V x'=—1y+£x y’:Eerix
C C C C
! d ’
II. +VI.: x'=%y-%x y'=—y+—x
C C C
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, d e , e d

0L+ VI x=%y+&x =2y 4,
C C C C

V. +VIIE  x'=%y+8x y=—Ly+Ly
C C C C

Vsimnéme si, Ze pro sektory nachazejici se ve stejnych kvadrantech
vzhledem k pfimkdm LD a LA maji rovnice stejnou druhou mocninu. Tim se
nam mnozstvi nutnych vypoctl zredukuje na polovinu. Dale se odvodime
rovnici kiivky pii rotaci elipsy o 0° — 90° v€etné proti sméru hodinovy
rucicek (odvozeni rovnice pro oto¢eni v opacném sméru probihé analogicky).

Po dosazeni do rovnice elipsy ziskdme vztahy pro jednotlivé ¢asti elipsy:

(iBLJrfx)2 (EBL—ix)2
I,1I., V., VL. c c c c
2 + 2 =1
c b
d e Ve d |
ap-¢ gL+
L, IV, VIL, VIIL: ¢ 227 +(c +cx)_1
¢’ b

Po dosazeni vztaht pro BL podle Tabulky 2 (viz str.29) a upravé dostavame

rovnice:
pro C, v L. a II. sektoru:

(b°d*+c*—c*d )x yl=
(a+x)(b°c(a+x)—2dV—d y—(b’=b*d*+*d?)x*(a+x)) ’

pro C; v III. a I'V. sektoru:

(b°d*+c*—c d )x yi=
(a—x)(b*c* (a—x)—2d - y=(b’=bd*+’d?)x (a—x))

pro C; v III. a IV. sektoru:

(B*d*+c 4—c d )

(x— )(b ctx— 2ch — (bzcz—b2d2+czd2)x2(x—a)) ’
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pro C, v VIL. a VIIL. sektoru:

(B°d*+c' = d?)x’
(a+x)(bzc (a+x)— 2d\/c — c — y—(bzcz—b2d2+czd2)xz(a+x)) ’

pro C; v V. a VL. sektoru:

(b*d*+c*—c d )x yi=
(a—x)(b*c*(a—x)—2dV’=d*(*=b°) X’ y— (b’ —b'd’+*d*)x*(a—x))

pro C; v V. a VI. sektoru:

(b°d*+c*—c d )x yi=

(x— )(b x—a)-2dVc (bzcz—bzdz—i-czdz)xz(x—a)) .

V levém hornim kvadrantu lezi body C;z V. a VI. sektoru a body C; ze I1I.
a V. sektoru. Pfi bliz§im ohledani zjistime, Ze jsou jejich rovnice totozné.
Stejnou rovnici maji 1 body z levého dolniho kvadrantu C; ze II1. a I'V.
sektorua C;z V. a VL. sektoru. Nyni si miizeme napsat rovnice ¢asti kiivky

v jednotlivych kvadrantech vzhledem k pfimkam GA a LA:
v levém hornim kvadrantu:

(b°d*+c*—c d )x yi=
(a—x)(b’c*a—x)=2d VN P=d* (=) y= (b’ =B d*+*d*)x*(a—x))

v pravém hornim kvadrantu:

(bza?z+c4 d )x y =
(a+x)(b°c*a+x)-2dc’—d y=(b*=bd*+’d?) x (a+x))

v levém dolnim kvadrantu:

(B*d*+c 4—c d )

(a—x)(b ¢ta— 2dVC — y=(b’=b'd*+’d?)x (a—x))

v pravém dolnim kvadrantu:

(B’d*+c 7 d?)x’
(a+x)(bzc (a+x)— 2ch —d* (=) y—(b’ b d P d) X (atx))
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CB=x
BA=y
GA=a
EL=c
KL=b
FD =d

llustrace 17: Pravitkovy pristroj s elipsou, pootocena elipsa
Tyto rovnice jsou rovnicemi narysované kiivky v jednotlivych ¢astech
roviny. Snadno si ovéfime, ze po dosazeni d = () do rovnic ziskdme rovnice
kiivky, kterou generuje elipsa ,,bez rotace*. Dosadime-li do rovnic b = ¢
ziskame rovnici konchoidy, nase elipsa se totiz v takovém piipadé stane

kruznici.
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6.3 Pravitkovy pristroj s parabolou

6.3.1 Osou paraboly je primka LA

Touto variantou konstrukce se Descartes zabyva podrobné&ji. Vysledna kiivka,
trident, je totiz feSenim Pappova problému pro pét ptimek z nich jsou Ctyfi
rovnobézné a pata je kolmo protind. Tridentu se dnes fika také Descartova

parabola.

AV

llustrace 18: Trident, CB =y, BA =x, GA =2a, KL = a

Descartovo odvozeni rovnice tridentu je nasledujici:

,Uvazuji kiivku CEG, kterou si piedstavuji opsanou prusecikem paraboly

CNK, kterou necham pohybovat takovym zplisobem, aby jeji diametr KL byl
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stale na ptimce 4B a pravitko GL, které se otaci kolem bodu G takovym
zpusobem, ze prochazi v roviné této paraboly stdle bodem L. A polozim KL =
a a dvojnasobek parametru, ten, ktery se vztahuje k ose této paraboly a je
také roven a; a GA = 2a a CB nebo MA = y; a CM nebo AB = x. Potom
vzhledem k podobnosti trojihelnikit GMC a CBL se GM, cozZ jest 2a — y, ma

Xy
-y

k MC, coz jest x, jako CB, coZ jest y, k BL, coz jest v dsledku 5,

2
a’—ay—xy

A protoze KL je a, BK je a— 3, neboli 2 5 - Akonelné, protoze
totéz BK, kter¢ je useCkou diametru paraboly, se ma k BC, kter¢ je k nému
ordinatou, jako BC k dvojnasobku parametru, ktery je a, da vypocet y’ — 2ay’

—a’y + 2a’ je rovno axy; a v disledku toho je bod C ten, ktery jsem hledal.*

"
5,
L
oy
™

llustrace 19: Trident (DESCARTES 1637b str. 36)
Nyni si tento Descarttiv specificky ptipad pon€kud zobecnime. Osou

paraboly bude nadale piimka LA, bod L lezi uvniti paraboly. Velikosti usecek
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AG, VL a KL, v8ak jiz budou na sob¢€ nezavislé. Rovnice paraboly je KB =

C
2

px’, kde p je konstantou. Hodnotu parametru p = ;  zjistime dosazenim

znamych velikosti GiseCek KB a x pro bod ¥, ktery na parabole lezi. V dalSim

postupu budeme uvazovat parabolu obracenou vrcholem dold. Vztahy pro
vypocet velikosti useCky KB se budou lisit podle polohy priiseciku C: pro
pruseciky C;: v horni poloroving: KB = ¢ — LB, v dolni poloroving¢:

KB = ¢ + LB; pro pruseciky C; a C;: v horni poloroviné KB = ¢ + LB,

v dolni poloroviné KB = ¢ — LB. (RozloZeni jednotlivych Casti plochy

odpovida vymezeni, které bylo uc¢inéno vyse.)

Po dosazeni do rovnice paraboly ziskavame:
pro C; v horni poloroviné a C; a C; v dolni poloroving: ¢—LB=—x"

, oy , . _C 2
pro C; v dolni poloroviné a C, a C; v horni poloroving: ¢+ LB —? X

Za LB si dosadime jiz diive odvozené vztahy (Tabulka 2, viz str. 29). Po
upraveé dostavame rovnice tridentu opisovaného prisecikem C pii pouziti

ptistroje s parabolou s vrcholem smérovanym doli:

pro levy horni kvadrant: xy:—é(x—a)(bz—xz) ,
pro pravy horni kvadrant: V= —é(x +a)(b'=x)
pro levy dolni kvadrant: *y =;(x —a)(b’=x") |

pro pravy dolni kvadrant: xy:?(ﬁa)(bz—xz) :
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CB=x
BA=y
GA=a
VL=b
KL=c

SN

llustrace 20: Pravitkovy pristroj s parabolou, vrchol paraboly otoceny dolii

Pti dosazeni Descartovych vstupnich podminek do naSich rovnic zjistime, Ze

Descartové rovnici pro trident odpovida rovnice pro levy horni kvadrant.

Odvozeni rovnic pro kiivku opisovanou priseciky C pii pouZiti paraboly

s vrcholem orientovanym nahoru probihé analogicky. Vysledné rovnice jsou:

pro levy horni kvadrant: xy:?(x—a)(bz—xz) ,
pro pravy horni kvadrant: xy:;(ﬁa)(bz—xz) ,

pro levy dolni kvadrant: xy= —é(x —a)(b’=x) |
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pro pravy dolni kvadrant: xy= —é(x +a)(b’~x)

PovSimnéme si, Ze se pouze zménila znaménka u pravych stran rovnic.

Vysledné kiivky jsou totiz vzajemné osoveé soumérné podle primky GA.

6.3.2 Osa paraboly je kolma na primku LA
Nyni budeme uvazovat ptipad, kdy osa pouzité paraboly bude s piimkou LA

svirat pravy uhel. Bod L nadale leZi uvnitt paraboly na jeji ose.

CB=x
BA=vy
GA=a
VL=b
KL = ¢

llustrace 21: Pravitkovy pristroj s parabolou, vrchol paraboly otoceny doprava
Pro parabolu orientovanou vrcholem doprava v levé poloroviné plati rovnice

araboly: pLB’ = b + x, v pravé poloroviné pak rovnice: pLB’ = b — x. To, Ze
p y-p

VW
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x neni soufadnici, ale velikosti iseCky — tedy kladné Cislo. Toto by nas vSak

j1Z nyni nemélo prekvapovat.

Hodnotu parametru p = ; ziskame stejné jako v predchozi kapitole. Za

velikost usecky LB si dosadime podle Tabulky 2 (viz str. 29). LB se v rovnici

CB=x
BA=y
GA=a
VL=b
KL =c¢

llustrace 22: Pravitkovy pristroj s parabolou, vrchol paraboly otoceny
doleva, VL > GA

paraboly vyskytuje pouze v druhé mocning, kterd je pro body C; a C; shodna.
Po dosazeni a ipravé dostaneme vysledné rovnice narysované kiivky:

2
pro levou polorovinu: x°y’= %(a —x ) (b+x)
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2
. C
pro pravou polorovinu:  x’ yzzz(a +x)(b—x)
Parabola orientovand vrcholem doleva ma v levé poloroviné rovnici:
pLB’*= b — x, v pravé poloroviné rovnici: pLB* = b + x. Odvozeni rovnic
kiivky probiha analogicky s predchozim piipadem. Ziskané rovnice jsou:

2
pro levou polorovinu: x’y’= %(a —x)(b—x)

2
pro pravou polorovinu:  x’ yz:%(a +x ) (b+x)

Vzhledem k osové symetrii podle ptimky GA u obou ziskanych kiivek jsou 1

rovnice pro horni i dolni polorovinu symetrické.

llustrace 23: Pravitkovy pristroj s parabolou, vrchol paraboly otoceny doleva, VL < GA
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6.4 Pravitkovy pristroj s hyperbolou
Hyperbola jejiz hlavni poloosa KL je kolma na ptimku LA4 a vedlejsi poloosa
DL lezi na ptimce LA, ptiCemz bod L je jejim sttedem, ma rovnici:

%—i—é = 1 Hodnota BL se v rovnici vyskytuje pouze jako druhd mocnina,

-

i =
CB=x

K L K BA=y
C GA=a
1=} DL=b

KL =c

|

llustrace 24: Krivka opisovand priseciky primky GL a
hyperboly, hlavni osa hyperboly rovnobézna s GA
ktera je pro body C; a C; stejnd. Po dosazeni za BL podle Tabulky 2

(viz str. 29) ziskame rovnice vysledné kiivky:

2
pro levou polorovinu:  x* y2=?(x—a)2(x2—c2) :

2
pro pravou polorovinu: x’ y2=?(x+ al(x*=c) .

Hyperbola jejiz hlavni poloosa KL je lezi na ptimce LA a vedlejsi poloosa DL
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2 2

je na piimku LA kolma, jejim stfedem je bod L, ma rovnici: BC—]Z—X— =1.Po

bZ
dosazeni za BL a Upravé ziskavame rovnice kiivky:

2

pro levou polorovinu: y2=%(x— a)(x*+b°)

b

2
Cc

pro pravou polorovinu: x* y2=?(x+a)2(x2+b2)

Rovnice vysledné kiivky v horni a dolni poloroviné jsou diky soumérnosti

podle piimky GA stejné.

llustrace 25: Krivka opisovana pruseciky primky GL a hyperboly,
hlavni osa hyperboly kolma k GA
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7. Descartovy ovaly

7.1 Prvni Descartiv oval
Descartes uvadi ctyti ovaly jako ptiklad mozného praktického vyuziti kiivek,

konkrétné v katoptrice a dioptrice, tedy naukach o odrazu a lomu svétla.

% 4-
h/\\
A\

-

6’I
T A/ ."( .

Savy
/\f' f

llustrace 26: 1. Descartitv oval (DESCARTES 1637b, str. 5 0)

Descartiiv popis konstrukce prvniho z ovali je nasledujici:

»Za prveé, poté co jsem vedl piimky FA4 a AR, které se protinaji v bod¢ A4,
lhostejno pod jakymi thly, vezmu libovolné€ na jedné bod F; to jest vice ¢i
méné vzdaleny od bodu A4, podle toho zda chci dé€lat ovaly vice ¢i méné
velké; a z tohoto bodu F jako stiedu opisi kruznici, ktera prochazi ponékud za
bodem A, napiiklad bodem 5. Pak z tohoto bodu 5 vedu piimku 56, ktera
protina pfimku druhou v bod¢€ 6, tak ze 46 je mensi nez A5 podle néjakého
libovolného poméru, totiz podle takového poméru, ktery méti refrakce, ma-li
se téchto kiivek pouzit v dioptrice. Poté vezmu také bod G na pfimce FA, na
té stran€, kde je bod 5, a opét libovolné, to jest tak, aby usecky AF a GA byly
v tomto poméru, ktery si zvolim. Pak polozim R4 rovno GA na piimce 46 a

ze sttedu G opisi kruznici s polomérem rovnym R6, protinajici druhou
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kruZnici z obou stran v bodé¢ /, ktery je jednim z téch, jimiZ musi prochdzet
prvni z hledanych ovalt. Pak znovu opisi ze sttedu F kruznici, ktera prochazi
trochu pfed nebo za bodem 3, naptiklad bodem 7; a poté co jsem vedl piimku
78 rovnobezné s 56, opisi ze stiedu G dalsi kruZnici, jejiZz polomér je roven
usecce RS, pak tato kruznice protne tu kruznici, kterd prochdzi bodem 7, v
bodé¢ /, ktery je opét jednim z bodi téhoz ovalu. A takto 1ze nachézet tolik
dalSich bodd, kolik se nam zachce, tim Ze vedem dal$i rovnobézky s 78 a

dalsi kruZnice se stiedy F'a G.* (Geometrie str. 50-51)

Konstrukce v Cabri Geometry II se d4 bez problémi provést podle
Descartova popisu postupu. Jen s tim rozdilem, ze nemusime stejné jako
Descartes pro ziskani dalSich a dalSich bodl ovalu vZzdy opakovat celou jejich
konstrukci. Po ziskéni druhé dvojice bodil / zapneme sledovani jejich trasy
pomoci funkce ,,Stopu zapni/vypni‘. Plynulym zvétSovanim a zmenSovanim
kruznice se sttedem v bod¢ F a prochazejici bodem 7 vykreslime postupné

cely prvni oval.

llustrace 27: 1. Descartuv oval, pouzity pomeér A5:A6 = 1,34 : 1

Rovnici prvniho ovélu ziskame néasledujicim postupem:
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,Oznacme dany pomér A6 : A5 = m : n, dané Gsecky AF = p, AG = q. Pak
AR=GA=q.R6=AR—-A6=qg— A5 Mame FI =p + A5,
Gl =R6=q— ° A5aodtud

mF1 +nGl =mp + ng,d= FG = p + q.“ (Geometrie str. 51, doc. Jiti Fiala,
poznamka €. 63)

7.2 Druhy Descartiiv oval

,Druhy oval se lisi jen tim, Ze misto AR je tieba vzit (na druhé stran¢ od 4)
useCku AS rovnou AG a zZe se polomér kruznice opsané ze stiedu G (pro

ziskani pruseciku s kruznicni opsané ze stiedu F' a prochéazejici bodem 5)

2.,

L T P

llustrace 28: 2. Descartitv oval (DESCARTES 1637b, str. 52)
bere rovnym usecce S6, nebo v pripade pruseciku kruznice prochazejici

bodem 7) rovnym S8 a tak dale. Pomoci ¢ehoz se tyto kruznice budou
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protinat v bodech oznacenych 2, 2, coz jsou body druhého ovalu, 42X.*

(Geometrie str. 51-52)

llustrace 29: 2. Descartuv oval, pouzity pomer A5:A6 = 1,33 : 1
Pro vykresleni ovalu v Cabri Geometry 11 budeme postupovat obdobné jako
u konstrukce prvniho ovalu. Zapneme sledovani trasy u druhé dvojice bodl 2
a plynulym ménénim priméru kruznice se sttedem F' a prochéazejici bodem 7

vykreslime druhy oval.
WZde AS=AG=q,G2=q+ - AS5,F2=p + A5, takZe rovnice druhého
ovalu je:

mF2 —nG2 =mp —nq,d =p + q.”“ (Geometrie, str. 52, doc. Jiti Fiala,
poznamka €. 64)
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7.3 Treti Descartiiv oval

,Pro tfeti a ¢tvrty oval je tifeba vzit misto usecky AG tsecku AH z druhé
strany bodu 4, totiz z té, kde je bod F. A je jesté néco dalSiho, ¢eho je tieba si
vSimnout, totiZ Ze tato useCka AH musi byt vétsi nez AF, kterd sama miiZe byt
nulova, takze se bod F pti opisovani tohoto ovalu ocitne tam, kde je bod A.

Potom jsou UseCky AR a AS rovny AH a pro opisovani tietiho ovalu A3Y

llustrace 30: 3. Descartuv oval (DESCARTES 1637b, str. 53)
udélam kruznici se sttedem H, jejiz polomér je roven S6 a ktera protina
v bodé¢ 3 kruZnici se sttedem F, ktera prochazi bodem 5; a jesté dalsi, jejiz
polomér je roven S8 a kterd protind tu kruznici, jeZ prochazi bodem 7 v bodé

také oznaceném 3: a tak i pro dal$i.” (Geometrie, str. 52-53)

Pro vykresleni ovalu v Cabri Geometry II budeme postupovat obdobné jako
v piedeslych dvou ptipadech. Zapneme sledovani trasy u druhé dvojice bodii
3 a plynulym ménénim priméru kruznice se sttedem F a prochdzejici bodem

7 vykreslime teti oval.
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llustrace 31: 3. Descartitv oval, pouzity pomer A5:A6 = 1,33 : 1

,Zde AR=AS=AH=q, H3=AS+A6=q+ - A5, F3=p+AS5,takze
rovnice tretiho ovalu je:

mF3 —nH3 =mp —nq, d = q— p.“ (Geometrie, str. 52, doc. Jifi Fiala,
poznamka €. 64)
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llustrace 32: 3. Descartitv oval, porovnani dvou ovalii s riizné
zvolenymi pomery A5:A6. Pomery jsou 1,22:1 pro ovdl A3X a
1,77:1 pro oval A3'X.
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7.4 Ctvrty Descartiv oval

Mlustrace 33: 4. Descartuv oval (DESCARTES 1637b, str. 53)

,Konecn¢ pro posledni oval opisi kruznice ze stfedu H, jejichz poloméry jsou
rovny useCkam R6, R8 a podobnym, které protinaji jiné kruznice ve stiedech

oznacenych 4.“ (Geometrie str. 53-54)

/

llustrace 34: 4. Descartitv oval, pouzity pomeér A5:A6 = 1,33 : 1
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I tentokrat je pro vykresleni ovalu v Cabri Geometry II postup obdobny jako
u ptedchozich ovali. Zapneme sledovani trasy u druhé dvojice bodu 4 a
plynulym ménénim priaméru kruznice se stfedem F a prochazejici bodem 7

vykreslime Ctvrty oval.
LZde R6=FR-A6=q—- - A5 H4=R6=q- - A5 F4=p+A5, takze

rovnice ¢tvrtého ovalu je mF4 + nH4 = mp + nq, d = q — p.“ (Geometrie,
str. 54, doc. Jiti Fiala, pozndmka ¢. 66)

_an

llustrace 35: Provazkova konstrukce ovalu (DESCARTES
1637b, str. 54)

Podle Descarta je mozno nalézt nekonec¢n€ mnoho konstrukci téchto ovald,
jako ptiklad uvadi ptiklad konstrukce ovalu pomoci provazku. ,,Nechci se
vSak u tohoto tématu déle zdrzovat.* prohlasuje posléze Descartes, od tématu

konstrukce odchézi a nadéle se jiz zaobird samotnou dioptrikou ovala.
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Zavér

Podaftilo se nam ukézat, Ze s pomoci moderni techniky je moZno zopakovat
Descartovy konstrukce. Tam, kde Descart naraZi na technickou néro¢nost
nebo dokonce nemoznost konstrukci provést, miizeme my pokracovat. Jako
ptiklad nam mutze poslouzit konstrukce ovala. U ni je Descart donucen
pouzit bodovou konstrukci, my vSak s vyuzitim pocitace dokazeme

namodelovat konstrukci dynamickou.

Domnivam se, Ze ukdzané konstrukce jsou pii vyuce matematiky vyuzitelné.
Zaktm lze k feSeni piedloZit tu ¢ast problematiky, kterou jsou schopni na své
urovni zvladnout. Najdeme zde konstrukce, které jsou celkem jednoduche,

ale 1 konstrukce komplikovanéjsi.

I odvozovani rovnic jednotlivych kiivek mé rtiznou obtiznost. Narocnost
vypoctu u nékterych kiivek nartistd kviili nutnosti odvozovat pro jednu
kiivku né€kolik dlouhych rovnic. Vypocty je mozné do jisté miry zjednodusit
zavedenim soustavy soutfadnic, ¢emuZ jsme se zde z historickych diivoda

vyhnuli.

Pti dalSim zajmu o problematiku dynamickych konstrukci kiivek si zaslouZzi
pozornosti knitha A. B. Kempeho How to Draw a Straight Line z roku 1877.
Zpracovani jeho konstrukénich ptistrojii pomoci pocitace jisté nebude bez
zajimavosti. Nékolik ukdzek je mozné nalézt na strankach

www.wolfram.com.
Na uplny zavér mi dovolte ocitovat posledni vétu Descartovy Geometrie:

,»A ja doufam, Ze nasi potomci budou vdécni nejen za véci, které jsem zde
vysvétlil, ale 1 za ty, které jsem dobrovolné vynechal, abych jim ponechal

rozkos je vynalézt.*

KON E C
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