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Abstrakt

Tato bakalafska prace zkouma tvar kruznice, elipsy, hyperboly a paraboly
v manhattanské metrice pomoci elementarnich matematickych postupli. Vytvari tak
materidl vhodny ke studiu této problematiky, aniz by kladla velké naroky na
matematické znalosti ¢tenare. Text je doplnén Cetnymi ilustracemi, z nichZ vétSina byla
vytvofena v programu GeoGebra. K hlavnim hypotézam tykajicich se tvaru vyse
zminénych objektii je podan dikaz. V dobé svého vzniku pifedstavuje prace svym
zaméienim a rozsahem ojedinély material v ¢esky psané odborné literatuie. Zminén je

také piinos, ktery zabyvani se touto tématikou miize mit pro budovani oteviené mysli.

Abstract

This bachelor thesis studies the shape of a circle, ellipse, hyperbola and parabola
in the taxicab metric, using elementary mathematical methods. It thus constitutes
a material suitable for the study of this topic without special requirements regarding
knowledge in the field of mathematics on the part of the reader. There is a number
of illustrations accompanying the text, most of them created using GeoGebra software.
Major hypotheses concerning the shape of the above mentioned objects are supplied
with a proof. With its scope and margin, the paper represents a unique work
in mathematical literature written in the Czech language at the time of its creation.

The secondary benefit of the development of an open mind is mentioned as well.



Uvod

Je velmi pravdépodobné, ze pokud rizni lidé dostanou za kol ptfedstavit si kruznici,
vétsiné z nich pfijde na mysl jakési dokonalé kolo, krasné oblé, postradajici hrany.
Kdyby jim pak tazajici se ukdzal ctverec postaveny na vrchol a tvrdil by, ze i takto
muze kruznice vypadat, asi by se zpocatku nesetkal s pfilis
velkym pochopenim. Nékteré véci se prosté zdaji byt nad
slunce jasnéjsi. Zda se byt zifejmé, ze jedna a jedna jsou dvé,
7e na obrazku vidite dva na sebe hledici oblic¢eje (obr. 1) a ze

¢im déle jdete, tim dale jste od mista, ze kterého jste vysli.

Jenze stac¢i se na véc podivat z trochu jiné perspektivy,

Obr. 1: Opticky klam [1]

a oteviou se nové obzory, do té doby skryté¢. Kdyz totiz
pocitate se zbytky po déleni dvéma, jedna a jedna nejsou dvé, ale nula, a mozna, zZe
kdyz se na obrazek podivate znovu, z obrysu tvaii vznikne pohar. No, a kdyZ se vydate
spravnym smérem a urazite cestu dlouhou ptes Ctyficet tisic kilometri, pak tfeba
zjistite, ze misto, na kterém jste se prave ocitli, az podeziele hodné pfipomina to, na
némz jste udélali prvni krok. S kruznicemi je to stejné. Staci se na n¢ podivat optikou

jiného pfistupu, a méni tvar. O tom ale az pozdé&ji.

Touto drobnou filozofickou tivahou jsem se snazil ¢tendii priblizit motivaci, ktera stala
za vybérem tématu této prace. Jak znamo, matematika nepiindsi Cloveéku, ktery ji
studuje, pouze znalosti, ale také druhotny benefit. Miize se jednat o rozvoj
abstraktniho mysleni ¢i prostorové predstavivosti. V centru zajmu této prace vsak stoji
budovani oteviené mysli. Matematika by se v jistém smyslu dala pfirovnat ke hrani
her. Vytvoii se pravidla, v podobé premis, a poté se podle nich hraje, tedy odvozuji se
vztahy a souvislosti. Rlizné hry maji rizna pravidla. Ackoli se ve fotbale zapoli jinak
nez v héazené, princip hry je stejny. Ziskavat body vstielovanim mice do branky
a téchto bodli nahromadit co nejvice. Stejné¢ tak v matematice mohou dva objekty

vypadat zcela odli$né€ a pfitom v principu byt tim samym.

Cilem této bakalafské prace je vytvofit jadro materidlu, ktery by pomohl ukézat
matematiku na sttednich Skolach a v dalSich stupnich vzdélavani ve svétle nositele oné

dalezité schopnosti zaujimat rizné tUhly pohledu, ménit pravidla hry a podle nich



dochazet k netuSenym zjisténim, prolomit dogma. Teorii k tomuto ucelu vybranou
povazuji za vice neZ vhodnou, protoze méni piedstavy elementarni geometrie, tedy

oblast ptistupnou Sirokému spektru lidi.

Tento zaklad bude doplnén cCetnymi ilustracemi pro ndzornost a piiklady pro
procviceni a osvojeni si feSené problematiky. Nejdiive se budu zabyvat metrikou, ktera
v analogii matematiky a her pfedstavuje ony pomysiné variace pravidel. Pojem bude
diukladnéji vysvétlen pozdéji, v par slovech lze tici, Ze jde o jakousi formalizaci
konceptu vzdalenosti v matematice. Zbytek prace se zaméii na zkoumani toho, jak se
geometrickd reprezentace kuzeloseCek méni v zavislosti na zvolené metrice. Stfedem
pozornosti se stane Manhattanskd metrika. V ni bude postupné odvozovan tvar

kruznice, elipsy, hyperboly a paraboly.

Na rozdil od nekterych odbornych publikaci, naptiklad Encyclopedia of Distances [2],
je prace zamétena také na didaktickou stranku véci a formou by méla byt ptistupnéjsi
neodborné vetejnosti, piedevsim ve své prvni poloviné diky motivacnim piikladim
a ukazani souvislosti s redlnym svétem. V zaddném ptipadé se nesnazi obsidhnout
ohromné mnozstvi poznatkii souvisejicich s metrikami, ale naopak systematicky
rozvinout zakladni pochopeni tohoto pojmu, a tak ¢tenafe obohatit nejen piimo, ale,

jak uz bylo uvedeno vyse, i nepfimo.



1 Manhattanska metrika v odbornych textech

Dalsi motivaci pro sepsani této prace je i1 snaha vytvofit ¢esky materidl zabyvajici se
touto tematikou ponékud zevrubnéji. Zatimco naptiklad anglicky psané publikace
tykajici se kuzeloseCek v mahattanské metrice existuji (i kdyz jejich dostupnost je
zalezitost upln€ jind), podobné materidly v cCeStiné prakticky neexistuji. Co se
zakladnich informaci jako definice tyCe, kratké internetové hledani nabidne dosti
odkazi, ovSem z kuzelosecek je obvykle diskutovdna nanejvy$ kruznice. Ne&které

z téchto zdrojli jsou citovany v ptislusnych kapitolach déle v textu.

Co by tato prace méla nabidnout oproti béZzn¢ dostupnym materialim, jsou dikazy,
které Casto chybi anebo jsou psany anglicky, a navic obvykle technicky naro¢nég. Proto
v drtivé vétsing pripadi uvadim dikazy vlastni.

Velmi uzitenym zdrojem informaci o manhattanské metrice je server
taxicabgeometry.net (v anglickém jazyce) [3], ktery uvadi i odkazy na odborné ¢lanky
(sekce Research). Bohuzel zde sekce Conics (kuzelosecky, v anglic¢tiné plnym nazvem
conic sections) neni dostupnd, avSak nékolik odbornych textl je k dispozici ke staZeni
pravé v sekci Research. Nejdiskutovanéjsi kuzeloseCkou je zde parabola,
pravdépodobné z diivodu, které budou uvedeny pozdéji v praci. Jednim ze zékladnich
zdrojt pro tuto kuzelosecku v manhattanské metrice je text Josepha M. Mosera a Freda
Kramera Lines and parabolas in Taxicab Geometry [4] a dale Taxicab Geometry:

Another Look at Conic Sections Davida Inyho [5].

ProtoZze hledani zdrojii nebylo vzdy jednoduché, zna¢na cast pouzité literatury byla
objevena az v pribéhu psani prace, kdyz uz dand problematika byla prozkoumana
samostatné. Tyto zdroje pak mohly byt pouzity ke zpé&tnému ovéteni toho, co jiz bylo
zpracovano. Sem by patfila naptiklad webova stranka Jima Wilsona Taxi Cab
Geometry with Technology: Some Exploration materials [6] nebo v mnoha ohledech
této bakalafské praci podobny materidl Christiny Janssen Taxicab Geometry: Not the
Shortest Ride Across Town (Exploring Conics with a Non-Euclidian Metric) [7].
Veskerd shoda je ale, s vyjimkou citovanych pasazi, Cist¢ ndhodna. Inspirace
k hlubSimu prozkoumavéani tvaru hyperboly pro rizné situace ptiSla z General

Equation For Taxicab Conics And Their Classification [8].



Pro alternativni pfistup k odvozovani tvaru kuzelosecek v manhattanské metrice

odkazuji na Pyramidal sections in Taxicab Geometry [9] od Richarda Laatsche.



2 Metricky prostor a metrika

2.1 Definice pojmt metricky prostor a metrika

Koncept vzdalenosti je vSudypfitomny. At uz ¢lovék cestuje jakymkoli dopravnim
prostitedkem, vzdalenost do cilové destinace je podstatnou informaci. Nemusi se
pfitom jednat o vzdalenost vyjadfenou v metrech ¢i kilometrech. Napftiklad pii cesté
hromadnou dopravou muze byt jednotkou vzdalenosti dvojice za sebou nasledujicich
stanic. V matematice je mySlenka vyjadfovani vzdalenosti formalizovdna v pojmu

metricky prostor. Definici pararfrazuji z [10].

Definice: Metrickym prostorem nazyvame dvojici (M, d), kde M je neprazdnd mnoZina
a d je zobrazeni kartézského soucinu mnoziny M do realnych d&isel, spliujici

nasledujici axiomy pro libovolna x, y, z, kterd jsou prvkem M:
1. Axiom nezapornosti: d(x,y) >0
2. Axiom totoZnosti: d(x,y) =0<=>x=y
3. Axiom symetrie: d(x,y) = d(y,x)
4. Trojuhelnikovou nerovnost: d(x,y) + d(y,z) > d(x,z)
Zobrazeni d, které spliiuje tyto podminky, se fika metrika.

Nasledujici piiklad 1épe objasni uvedené definice. Za mnozinu M zvolme mnoZinu
vSech stanic prazského metra (obr. 2). Necht' zobrazeni d ptifadi kazdé dvojici stanic
nezéporné celé Cislo takové, ze je rovno nejmensimu poctu spojnic mezi jednotlivymi
stanicemi, které je potieba projet, nez se cestujici dostane z jedné stanice do druhé.

Tedy naptiklad:

d(Pankrac, Pankrac) = 0,
nebo
d(Muzeum,Hlavni nadrazi) = 2 = d(Hlavni nadrazi, Muzeum)

Nyni uz staci jen ovéfit, ze takto zavedené zobrazeni splituje vysSe uvedené axiomy.
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Obr. 2: Planek prazského metra [11]

Axiom nezapornosti, ktery tika, Ze vzdalenost mezi dvéma prvky mnoziny M nemiize
byt zaporna, je ziejmée splnén, nebot’ bud’to cestujici neprojede zadnou spojnici, pokud

setrvava ve stejné stanici, nebo jich projede kladny pocet.

Pokud jde o axiom totoznosti, jenz vyzaduje, aby se vzdalenost mezi dvéma prvky
mnoziny M rovnala 0, pravé tehdy kdyz se jednd o jeden a ten samy prvek, preved’'me
ho na slozZeny vyrok

(d(x,y)=0=x=y)r(x=y=d(x,)=0).
Ukazme, ze ob¢ implikace plati. Pokud se d(x, y) = 0, potom cestujici neprojel Zadnou
spojnici, tedy nachézi se v téze stanici, a tedy x = y. A naopak je-li x =y, pak se jedna
o cestu z téze stanice do té€ samé, z ¢ehoz plyne, Ze pocet spojnic, ktery je nutno projet,

je roven nule.

Protoze jakoukoli cestu je mozno absolvovat jednim i druhym smeérem projetim

stejnych spojnic, jen v opacném potadi, a protoze pokud by existovala nejkratsi cesta

11



(cesty) v jednom smeéru, pak by byla stejn¢ dlouha a také nejkratsi i v druhém sméru,
je takto definovana vzdalenost mezi dvéma stanicemi stejna v jednom i1 druhém sméru.

Axiom symetrie je tedy rovnéZ splnén.

Posledni z axiomil klade na zobrazeni d pozadavek, aby vzdalenost mezi prvky x a z
byla stejnd nebo krat$i nez soucet vzdalenosti mezi prvkem x a libovolnym prvkem y

a mezi prvkem y a z, jak ukazuje obr. 3.

ST _d(y.2)
d ( T, y) // H/-/-::‘Z
/ _—
/ ////
/ /./../
/ " d(z,z)
>

é_/./
I

Obr. 3: Trojuhelnikova nerovnost

V piipadé prazského metra tedy naptiklad, Ze vzdalenost mezi Muistkem a Dejvickou
je mensi nebo rovna souCtu vzdalenosti mezi Mistkem a Malostranskou
a Malostranskou a Dejvickou nebo Ze vzdalenost mezi stanicemi Zli¢in a Nadrazi
HoleSovice je mensSi nebo rovna souctu vzdalenosti mezi Zli¢inem a Palmovkou

a Palmovkou a Nadrazim HoleSovice.

Ze je tato podminka splnéna, lze dokazat sporem. Pfedpokladejme, Ze existuje alespoii
jedna takova trojice stanic x, y, z takovych, ze d(x,z) > d(x,y) + d(y, z). Pravou stranu
nerovnice lze interpretovat jako cestu slozenou z jedné z nejkratSich cest mezi x a y
a z jedné z nejkratSich cest spojujicich y a z. Pak ale tato cesta je téZ cestou mezi x a z
aje podle predpokladu kratsi nez jakdkoli jind mezi témito dvéma body. OvSem
protoze je to nejkratsi cesta, pak d(x, z) musi byt rovno d(x, y)+ d(y, z). OvSem
predpoklad tika, Ze d(x, z) je vétsi nez d(x, y) + d(y, z). Coz je spor, tedy musi platit

puvodni tvrzeni.

Metrika se ovSem nemusi tykat pouze vzdalenosti mezi misty ¢i body. Jako ptiklad
muze poslouzit tzv. Hammingova vzdalenost, ¢ili metrika, kterd pfifazuje dvéma

textovym fetézctim cislo, které odpovida poctu mist, na kterych se tyto dva fetézce lisi.

12



Tedy naptiklad Hammingova vzdalenost fetézct kocka a ¢ocka je rovna jedné, protoze

se li§i prave na jedné pozici [12].

2.2 Metrika v roviné

Vzhledem k tomu, Ze nésledujici kapitoly se budou zabyvat metrikami, které vyjadiuji
vzdalenost dvou bodli v rovin€, a to v zavislosti na jejich soufadnicich, bylo by
zdhodno kratce pfipomenout, co to soufadnice bodu vlastné jsou. Zde vyjdéme
z geometrické predstavy. Nejprve v rovingé zavedeme tzv. kartézskou soustavu

souradnic. Dale cituji [13, str. 9, 10]:
,Dvojice Ciselnych os x, y v roving, pro které plati
1. ob¢ osy jsou navzajem kolmé,
2. jejich praseciku odpovida na obou oséch ¢islo 0,

se nazyva kartézska soustava soufadnic v roviné a oznacuje se Oxy. Bod O se nazyva

pocatek kartézské soustavy soufadnic a piimky x, y se nazyvaji soutadnicové osy.

Mame-li nyni danu v roviné kartézskou soustavu soufadnic Oxy a libovolny bod 4,
muzeme vést bodem A rovnobézky se soufadnicovymi osami. Rovnobézka s osou y
protne osu x v bod¢ odpovidajicim néjakému cCislu — oznacme jej a;. Podobné
vedeme-li bodem A rovnobézku s osou x, ziskame na ose y Cislo a.. Cisla a1, a» se

nazyvaji soufadnice bodu A4 v kartézské soustavé souradnic Oxy.

13
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Obr. 4: Souradnice bodu v rovinée

Chceme-li vyjadrfit, ze bod 4 ma soufadnice a;, a,, piSeme A[ai;a,] (piipadné
A =[a;a,,], pozn. autora). Dvojice soufadnic je uspofadand. Potadi soutadnic

nemuzeme zaménit.“ Vysvétleni pojmu soutadnic ilustruje obr. 4.

Nyni, kdyZ vime, co to jsou soufadnice bodu, mizeme zavést metriky, které s nimi
pracuji. Intuici méteni vzdalenosti nejvice odpovidajici je tzv. euklidovska metrika. Jde
o metriku, se kterou se student setkavd béZné¢ v hodindch syntetické 1 analytické
geometrie a v niZ tedy Utvary vypadaji tak, jak by se zdalo pfirozené. Je definovana

nasledujicim ptedpisem:

d(X,Y)=J(x, - y)?+ (x, - 3,)

Zde X a Y jsou body v roviné takové, ze X = [xi;x2] a Y = [y1;)2] a d(X, Y) je vzdalenost

mezi témito dvéma body.

14
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V(@ —y1)? + (22— y2)?
|22 — 1|

X = |25 2y 21—yl Z = [y1;29

sl

Obr. 5: IVdeleilwst boldﬁ % eb;klidov;ké metlrice

Jak vyplyva z obr. 5, euklidovska metrika piifazuje dvéma bodim jejich vzdalenost
rovnou délce useCky, kterd je spojuje, nebot’ |x; — yi| a |x» —y»| jsou délky odvésen
pravouhlého trojuhelniku XZY a délka usecky XY se rovna délce piepony tohoto

trojuhelniku, kterou lze spocitat pomoci Pythagorovy véty jako

2 2
‘XY‘ = \/‘xl - yl‘ + ‘xz - yz‘ = \/(x1 - y1)2 +(x, _yz)z-
Protoze euklidovskd metrika stejné jako dal$i metrika uvedend v této podkapitole
nejsou hlavnim predmétem préace, vynechdm diikaz toho, Ze splituji vySe zminéné Ctyii
axiomy metriky, s tim, Ze by mohl ¢tenafi poslouzit jako vhodné procviceni.
Metriky v roviné miZou ale vypadat zcela odlisné. Tak naptiklad tzv. maximova

metrika je definovana jako
d(X,Y)= max{ \xl - ),

.

kde X a Y jsou body v roviné takové, ze X = [xi1;x2] a Y = [y1;)2], d(X, Y) je vzdalenost

7x2_y2

mezi témito dvéma body a max{a,b} je maximum a a b [10]. Tedy pouzijeme-li obr. 5,
zjistime, Ze tato metrika nepfifazuje vzdalenost dvou bodli jako délku piepony

pravouhlého trojahelniku XZY, ale jako délku jeho nejdelsi odvésny.

15



3 Manhattanska metrika

Manhattan. Mrakodrapy, jeden vétsi nez druhy. Clovék na ¢lovéku, auto na auts. Ulice
se co chvili kiizuji, protinaji se pod pravymi uhly, a tvofi tak hustou sit’ kiizovatek.
Takovy dorucovatel pizzy se tézko obejde bez dvou véci. Mopedu a planku mésta
v hlavé. Jak ale muze efektivné odhadnout vzdalenost mista, kam ma pizzu dorucit, od
pizzerie nebo od domu, kam pizzu pravé dorucil? Vzdyt pokud se obé mista
nenachézeji ve stejné ulici, musi tfeba i n¢kolikrat odboCovat, a ménit tak smér jizdy.
Na obr. 6 je situace znazornéna graficky. Kazda usecka ptedstavuje silnici, kazdy
prusecik kiizovatku, body X a Y pocatecni a koncovy bod cesty dorucovatele a plocha

ohrani¢ena useckami predstavuje zastavénou plochu.

v

X Z

Obr. 6: Zjednosuseny planek meésta

Zelena useCka mezi body X a Y zndzoriiuje vzdalenost vzdusnou ¢arou, tedy v podstate
tak, jak by vzdalenost vyjadfila euklidovskd metrika. Oranzovy systém tUseCek pak
znazornuje jednu z cest, kterou by mohl dorucovatel zvolit. Co se délky tyce, jde
o nejkratsi cestu, respektive jednu z mnoha nejkratsich. Je to proto, Ze cesta postupné
sméiuje k bodu Y, tedy dorucovatel vzdy vykonava budto pohyb ve sméru
rovnobézném a souhlasn¢ orientovaném se smérem od X k Z nebo od Z k Y,
samoziejm¢ za predpokladu, ze nemulze opustit plochu reprezentovanou obrazkem.
Jakykoli pohyb smérem opaénym k jednomu z uvedenych by pro néj znamenal
zajizd’ku, protoZe by vzdalenost pfi tomto pohybu urazenou musel jesté jednou urazit

ve sméru opacnem.
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Jestlize jedinym kritériem toho, aby cesta byla nejkratsi, je skutec¢nost, Ze kazdy pohyb
se kona rovnobézné s jednim z vySe uvedenych dvou smérli, znamena to, Ze pokud se
piehazi potradi téchto pohyb, sice se cesta zméni, nicméné stale povede z bodu X do
bodu Y (protoze pokud bychom chépali jednotlivé posuny jako vektory, jejich slozeni
neni zavislé na potadi) a bude mit stale stejnou délku (protoze zddny z pohybl neni
ubrdn a ani Zadny novy neni pfidan). Tedy kazdé takové cesta je stejné dlouhd jako
modie vyznacend trasa vedouci pies bod Z. Ta by se dala chapat, jako ze dorucovatel
nejdiive vykona vSechny pohyby ve sméru od X k Z a poté vSechny ve sméru od
Z do Y. Vyhodou tohoto uspofadani je jeho jednoducha interpretace, a je tedy vyhodné
pouzit ho k definici metriky, kterd doruCovateli umozni mit dobry piehled

o vzdalenosti, ktera dv€ mista déli.

Kdybychom zanesli zjednoduseny planek Manhattanu do roviny tak, Ze jedny ulice by
byly rovnobéZzné s osou soufadnic x a ostatni rovnobéZné s osou y, mohli bychom
jednotlivym mistim pfifadit soufadnice. Bodu X tedy budou nalezet soutfadnice [xi;x:]
a bodu Y soutadnice [y1;)»], jak vyplyva z obr. 7. Protoze je trojuhelnik XZY pravouhly
a jeho odvésny jsou rovnobézné se soufadnicovymi osami, je soufadnice bodu Z na ose

x stejna jako ta bodu Y a soufadnice na ose y stejna jako ta bodu X. Tedy Z = [y1;x].

s

Obr. 7: Pravouhly trojuhelnik k bodim X a Y

Nyni je mozné vyjadiit vzdalenost cesty pomoci souctu délek dvou modrych usecek:

d(X.Y) =[x, =yl [x, -y,
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Za zminku jisté stoji fakt, ze pfi této vzdjemné pozici bodi lze vzdalenost vyjadrtit bez
absolutnich hodnot, jen s opa¢nym potadim jednotlivych soutadnic, ov§em pokud by
se tato pozice zménila, uz by to nemuselo platit. Pfedpis uvedeny vyse je univerzalni
a umisténi jednotlivych bodi v ném nehraje roli. Navic nezalezi ani na tom, jak jsou
ulice dlouhé, je tedy pouzitelny i pro takové situace, kdy pohyb rovnob&zny s osami je

libovolné maly.

Metrice charakterizované vySe uvedenym piedpisem se tika manhattanska metrika.
Nekteré zdroje uvadeji 1 sumova, napiiklad Ptacnik v [14, str. 10]. V [15] se pro zménu
hovoii o Newyorské metrice. V ni, jak vyplyva z obr. 5, neni vzdalenost rovna

velikosti pfepony pravouhlého trojuhelniku, ale souctu velikosti jeho odvésen.

Jesté nez pfistoupime k hlavni naplni této prace, zbyva dokazat, Ze manhattanska
metrika opravdu metrikou je, tedy Ze spliluje Ctyfi axiomy uvedené v podkapitole 2.1.
Uz z ptedpisu je patrné, ze vzdalenost dvou bodli nemiize byt zapornd, protoze se
jedna o soucet dvou absolutnich hodnot. Pokud jsou body X a Y totozné, pak jsou
totozné 1 jejich soutadnice, tedy absolutni hodnoty z rozdilli jednotlivych slozek jsou
rovny nule, a vzdalenost je tedy rovna nule. Neni mozné, aby dva rtizné body mély
nulovou vzdalenost, nebot’ by se liSily alespont v jedné soufadnici, a alesponl jedna
z absolutnich hodnot by tedy byla nenulovd. Axiom totoznosti je tim splnén. Uz
z intuitivni pfedstavy manhattanské metriky lze usuzovat, ze vzdalenost bodi X a Y je
rovna vzdalenosti ¥ a X, protoze vzdy muzeme pocitat se stejnymi odvésnami.
Formalné, jestlize zménime potfadi bodl a dosadime do ptedpisu, zméni se poradi
jednotlivych slozek v absolutnich hodnotach. Protoze ale pro kazda dvé realna ¢isla 4
aBplati,ze B—A4=—(4-B),pak |Y - X]=|-(X-Y)|=|X-Y]|. Hodnota vyrazu tedy
neni zavisla na potfadi bodi a axiom symetrie je splnén.

Co se trojuhelnikové nerovnosti tyce, splnéni tohoto axiomu je dobfe odvoditelné
z obr. 8. Bez ujmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze vzajemna pozice bodi X a Z je

takova, ze jednotlivé soufadnice bodu Z jsou vétsi nez ty bodu X, tak jak to obrazek

ukazuje (pro ostatni ptipady by byla situace analogicka).

Pokud se bod Y nachazi v obdélniku ohraniCeném rovnobé€zkami s osami

prochazejicimi body X a Z, je soucet vzdalenosti mezi X a ¥ a vzdalenosti Y a Z (zeleny

18



47 Vv Y'
Z
3_
Y
2_
X W
1_
0 , , , , BN
0 1 2 3 4 5

Obr. 8: Trojuhelnikova nerovnost v manhattanské metrice

systém usecek) roven souctu délek odvésen pravouhlého trojuhelnika XWZ, coz, jak
bylo zminéno vySse, je ekvivalentni s vyjadienim vzddlenosti v manhattanské metrice.
Pokud ovSem bod Y nebude ve zminéném obdélniku lezet (na obrazku zndzornéno
bodem Y’), pak délka alespont jedné modré tiseCky rovnobézné se soufadnicovou osou
(na obrazku rovnobézné s osou y) je vétsi nez délka odvésny trojuhelniku XWZ s ni
rovnobézné. Z obrazku je jasné vidét, Ze zatimco soucet délek modrych usecek
rovnobéznych s osou x je rovny délce odvésny XW, soucet délek zbylych modrych
usecek je veétsi nez délka odveésny WZ, a to o dvojndsobek délky useku, kterym usecka
XV ptesahuje obdélnik. Soucet vzdalenosti mezi body X'a Y"a Y’ a Z je tedy vétsi nez

vzdalenost bodl X a Z, ¢imz je splnén 1 posledni z axiomd.
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4 Kruznice v manhattanské metrice

Tato kapitola se bude zabyvat interpretaci kruznice v manhattanské metrice. Jak uz
bylo naznaceno v uvodu, jeji tvar se ponékud zméni. K pochopeni toho, pro¢ se tak
déje, je podstatné uvédomit si, jak je kruznice definovana. Sttedoskolska definice tika,
ze kruznice je mnozina bodi, které maji od daného pevného bodu (stiedu), stejnou
kladnou vzdalenost (polomér). Toto neni jediné vymezeni tohoto pojmu, avSak tato

prace z n¢j bude vychazet.

<
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Obr. 9: Kruznice v euklidovské metrice

Protoze v manhattanské metrice se vzdalenost urcuje jinak nez v metrice euklidovské,
vzdalenost mezi bodem na kruznici tak, jak vypada v euklidovské metrice, a sttedem
neni v t¢ manhattanské stejna pro vSechny body na kruznici lezici. (obr. 9). Napiiklad

vzdalenost bodi S a X je podle zavedeni metriky rovna
d(S,X)=10-1+[0-0/=1,
kdezto vzdalenost bodii S a Y se rovna

NA

IR
2

0- - =
2

d(S,Y)= + = 2.

Jestlize tedy kruZznice v manhattanské metrice existuje, musi mit jiny tvar. Nez jej ale

odvodime, uvazujme nasledujici ptiklad. V kybernetick¢ laboratofi sestrojili
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miniaturniho robota, ktery se ovSem muze pohybovat pouze Ctyfmi sméry. Prvni
a druhy smér jsou navzijem opacné, stejné jako tieti a ctvrty. Libovolny smér z prvni

dvojice je potom kolmy na oba sméry druhé dvojice, jak ukazuje obr. 10.

Smér2 |[R  Smér1

Obr. 10: Sméry pohyvbu robota

Védci chtéji zjistit, kam az muize robot dojet z jednoho pevné urceného stanovisté,
ma-li k dispozici vzdy stejné omezené mnozstvi energie, za predpokladu, Ze se
pohybuje efektivné (vzdy pouziva maximalné jeden smér z kazdé dvojice smért, coz
mu brani v cyklickém pohybu atp.) a spotiebovana energie je pfimo imeérnad draze,

kterou urazil.

Z prvniho ptedpokladu plyne, ze délka kazdé robotovy cesty se bude rovnat
vzdalenosti pocatecniho a koncového bodu v manhattanské metrice, zvolime-li
soufadny systém, ktery ma osy rovnobézné s dvojicemi smért. Pokud do tvahy
zahrneme druhy predpoklad, zjistime, Ze kazda cesta bude mit stejnou délku. MnoZina
vSech koncovych bodii robotovych cest je tedy, podle definice kruznice, rovna kruznici

v manhattanské metrice.

Nejdiive zkusme zakreslit nekolik koncovych bodi robotovy cesty. Pevnému
stanovisti robota pfitad'me pocatek soufadné soustavy. Rekndme, Ze mnoZstvi energie,
kterou ma robot k dispozici, mu staci k urazeni cesty délky 3. Pokud robot zvoli svou
drahu tak, Ze se vyda jednim ze Ctyt smérd a nebude ho ménit, pak se urcité dostane do
koncovych bodti 4 = [3;0], B=1[0;3], C = [-3;0] a D = [0;—3]. Jakkoli klikatd mlze
cesta robota byt, stejné jako v piipad€¢ dorucovatele pizzy na Manhattanu, je, co se

délky a koncového bodu tyce, shodna s cestou, kterou robot projede, pokud nejdiive
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pojede smérem jednim a pak druhym (to proto, ze rozhodujici je soucet délek usekt
v jednotlivych smérech). Pro jednoduchost proto vyberme jenom tyto ze dvou tsekl
sloZzené cesty. Zvolme ty z nich, které maji délku jednoho useku 2 a druhého 1.
Ziskame 8 koncovych bodu: £ =[2;1], F=[1;2], G=[-1;2], H=[-2;1], [ =[-2;—-1],
J=[-1;-2], K= [1;-2], L = [2;—1]. Na obr. 11 jsou vSechny tyto body znazornény.

PteruSovanou ¢arou je naznacen pravdépodobny tvar manhattanské kruznice.

3AB
VAR N
G. | "«
/., 2_ \.\
H - ’ A N
,/ 1 | \(E
7/ N
C=< a . —0 . . o W
-3y -2 -1 0 1 2 3
~ I
N ’
. -1 o
N ;oL
~ rd
o 2 P/
J N oK
N e
3Y
D
Obr. 11: Predpokiladany tvar manhattanské

kruznice

Chceme-li nyni dokazat, ze tento utvar je opravdu kruznici, musime ukdazat:

(1) VSechny jeho body maji skutecné stejnou vzdalenost od stiedu.

(2) Zadny dalsi bod tuto vlastnost nema.

22



B =1[0;r]

D D AN Y
© r-a E a/

Obr. 12: llustrace k prvni casti ditkazu

Vlastnost (1) dokazme' pro obecnou kruznici s polomérem r a stiedem v pocatku.
Tento stfed je zvolen pro jednoduchost, dikaz pro libovolny stfed by byl analogicky.
Nyni bez Ujmy na obecnosti zvolme bod X na spojnici bodli 4 a B. Situace je

znazornéna na obr. 12. Jak je vidét, |OA| = |OB| =r.

ProtoZze trojuhelniky OAB a EAX jsou podobné podle véty uu, tak pokud
|EA| = a, pak 1 [EX| = a. Odtud plyne

d(O,X)=|OE|+ EX|= (r-a)ta=r.
A protoze X je libovolné zvoleny bod, maji vSechny body utvaru vzdalenost od stfedu

rovnou r.

Ditikaz tvrzeni (2) provedeme pro stejnou obecnou kruznici jako v (1). Rozdélme ho na
dva pfipady. Nejprve uvazujme, ze bod Y, ktery utvaru nenalezi, leZzi vné Ctverce
ohrani¢en¢ho body K = [r;7], L =[-r;r] , M =[—r;—r] , N=[r;—r], kde r je polomér
kruznice. Pak ziejm¢ absolutni hodnota alesponn jedné soufadnice tohoto bodu je
vetsi nez . Vzhledem k tomu, ze soufadnice sttedu jsou O = [0;0], pak po dosazeni do

pfedpisu metriky dostaneme alespon v jedné absolutni hodnoté hodnotu vétsi nez r.

1 Pavodni myslenka prvni ¢asti ditkazu byla inspirovéna kratkym vysvétlenim Mgr. Dereka Pilouse v jedné
z hodin analytické geometrie.
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A protoze pric¢tenim druhé absolutni hodnoty celkovou hodnotu vyrazu nesnizime, je
urcCité vetsi nez r.

Pokud bod Y ndlezi tomuto ctverci, pak povedeme-li timto bodem rovnobézky se
soufadnicovymi osami, protnou kruznici ve dvou az ¢tyfech bodech. Jeden z téchto
prusecikli oznaéme X (obr. 13). Vzdalenost bodu Y (resp. Y') od stifedu je rovna souctu
délek odvésen pravouhlého trojuhelniku OEY (resp. OEY'). Zatimco soucet délek
odvésen trojuhelniku OEX je roven r, jedna z odvésen trojuhelniku OFEY je delsi

(u trojuhelniku OEY" kratsi) neZ ptisluSna odvésna trojihelniku OEX, tedy vzdalenost

B=1[0]

/

X

AN
o B >\A=[r;01
O E

Obr. 13: llustrace k druhé casti dikazu

YI

bodl O a Y je vétsi nez r (u bodl O a Y’ je mensi nez r), coz bylo dokazat.
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Tvar manhattanské kruznice podstatnym
zpusobem nejen ovliviluje nékteré jeji
vlastnosti, ale 1 vyvolava otazku, jaké
nazvoslovi  zvolit pii jejim  popisu.
Ptredesilam, Ze jsem neobjevil Zadnou
literaturu, kterd by se touto problematikou
zaobirala, a tak pouziju ndzvoslovi vlastni,
takové, které mi pfijde intuitivni. Zatimco
u kruznice v euklidovské metrice nema

velky smysl mluvit o vrcholech, zde zifejmée

D
Obr. 14: Tecny ke kruznici

ano. Proto budu body s nejvétsim rozdilem v x-ové, respektive y-ové soutadnici oproti

sttedu kruZnice nazyvat vrcholy kruZznice. Na obr. 14 to jsou body 4, B, C aD.

Spojnice mezi témito vrcholy budu nazyvat stranami kruznice.

Nekteré vlastnosti manhattanské kruznice se velmi 1iSi od vlastnosti té v euklidovské

metrice. Pokud budeme hledat te¢ny ke kruznici (tedy piimky, které maji s kruznici

spolecny pravé jeden bod), rychle zjistime, Ze s vyjimkou vrcholll v zddném bod¢

teCna sestrojit nelze a vrcholy jich pro zménu Ize vést nekonecné mnoho. Na obr. 14 je

carkovanou carou zobrazeno né€kolik tecen prochazejicich bodem B.
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Dalsi vlastnost, kterou se 1iSi kruznice
v manhattanské metrice od té
v euklidovské, je pocet prusecikti dvou
kruznic. RozliSme dva piipady — dvé
kruznice se stejnym polomérem a dvé
kruznice s riznym polomérem. V prvnim
znich v euklidovské metrice mizou mit
kruznice Zadny, jeden, dva, nebo
nekoneéné¢ mnoho prisecikl, pficemz
posledni ptipad nastava pouze, pokud maji
kruZnice stejny stfed. 'V manhattanské Obr. 15: Nesoustredné kruznice se stejnym
metrice mohou mit kruZnice rovnéz zadny, polomérem

jeden, dva, nebo nekone¢né¢ mnoho priaseciki, rozdil je ale v tom, Ze posledni ptipad
nemusi nastat pouze, pokud je stfed kruznic stejny bod, ale 1 v piipadé, Ze vznikne
jedna kruznice vhodnym posunutim druhé. Jeden ztakovych piipadu je ukazén

na obr. 15.

V pripadé, Ze se poloméry kruznic riizni, je
situace odliSna. V euklidovské metrice, mtizou
mit takové kruznice pouze zadny, jeden, a nebo
dva priseciky. V manhattanské navic muze
nastat i situace, kdy dv€ kruznice s rliznym
polomérem maji nekonecné mnoho spolec¢nych
bodl. To v pfipadé, ze se dotykaji alesponi

z Casti stranami (obr. 16).

Co se symetrie tyCe, manhattanska oy, 6. Priiseciky kruZnic s riiznym

a euklidovska kruznice se v néem shoduji, na Polomerem

stranu druhou také ale rozchazeji. Ackoli jsou obé kruznice stfedové soumérné podle
stfedu, osova soumernost manhattanské je omezena pouze na osy prochazejici kromé
sttedu také vrcholem nebo stfedem stran. Pravdivost téchto tvrzeni se d4a odvodit ze

symetrii ¢tverce.

26



5 Elipsa v manhattanské metrice

Nyni, kdyZ jsme ukézali, jaky vliv md zména definice vzdalenosti na tvar kruZnice,
pfirozené se nabizi otazka, jak se tato zména projevi na tvaru dalSich geometrickych
utvart. Z nich bude strategicky vyhodné zacit manhattanskou elipsou, protoze, jak
bude zdivodnéno pozdéji, kruznice se ukaze velmi ndpomocna pii odvozovani jejiho

tvaru.

Stejné tak jako v predchozi kapitole, zatneme definici elipsy a stejné jako v predchozi
kapitole pouzijeme tu stiedoSkolskou: Necht jsou dany dva rizné body (napt. E a F)
a délka 2a > |EF). Elipsa je mnozina vSech bodl X v roving, pro které plati:

\XE|+ |XF|=2a
Jinymi slovy elipsa je mnozina vSech takovych boda v roviné, u kterych je soucet
vzdalenosti od jednoho a druhého ohniska stejny. Obr. 17 ukazuje elipsu v euklidovské
metrice. Body £ a F jsou jeji ohniska a bod S, tedy bod lezici ve stfedu useCky

spojujici ohniska, je stfed elipsy.

Obr. 17: Elipsa v euklidovske metrice

Ovsem 1 zde lze ukdzat, Zze pokud elipsa v manhattanské metrice existuje, musi mit
jiny tvar. Protoze ackoli pifi euklidovském méteni délky je pro vSechny body
vzdalenost napt. 2a = 10, tak pokud uvazujeme definici vzdalenosti v manhattanské
metrice, tak pro bod 4 plati

|AE|+|4AF|=9+1=10.
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Zatimco pro bod B dostavame

BE|+ [BF|=17+ 7= 14.
Nyni se tedy piirozené nabizi otazka, jak tvar manhattanské elipsy odvodit. I kdyz
zpusobii, jak tohoto cile dosdhnout, je zajisté povicero, jeden z nich byl uz nastinén
v tivodu této kapitoly. Reknéme napiiklad, Ze bod na elipse je od ohniska E vzdalen
polovinu a a od ohniska F ti1 poloviny a. Protoze kruznice je mnozina vSech bodd,
které maji od daného bodu stejnou vzdalenost, lezi hledany bod v priseciku dvou

kruznic se stfedy v ohniscich a polomérem rovnym pfislusné vzdalenosti (obr. 18

a obr. 19).
2a=4
/ Euklidovska metrika
7.\ 1
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Obr. 18: Bodova konstrukce elipsy v euklidovske metrice

Kdybychom tedy vzali v§echny priseciky vSech dvojic kruznic takovych, ze kazda
z kruznic by méla stfed v jiném ohnisku a soucet polomért by byl 2a, pak zcela jisté

dostaneme elipsu. Tomuto postupu se fika bodova konstrukce elipsy.
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Obr. 19: Bodova konstrukce elipsy v manhattanské metrice

Zde je vhodné poznamenat, ze skutecnost, ze tento postup vytvofii elipsu, neplyne jen
z toho, ze kazdy prasecik zminénych dvojic kruznic lezi na elipse. Mohlo by se totiz
stat, Ze by existoval 1 bod nebo body na elipse, které pomoci bodové konstrukce
vytvorit nejdou. Jinymi slovy to, Ze néjaky postup objevi body néjakého utvaru, jeste
neznamena, ze je jim mozné najit vSechny. Avsak zde je patrné, Ze libovolny bod na
elipse se da interpretovat jako prisecik dvou kruznic se stiedy v ohniscich, a tedy

vysledny utvar bude uplna elipsa.

Nevyhodou bodové konstrukce je, ze neni v moznostech Clovéka ani pocitace
vygenerovat za omezeny ¢as nekonecn¢ mnoho jednotlivych bodd. Mohli bychom ji
ovSem pouzit k vytvofeni si pfedstavy o tvaru elipsy, o které poté dokazeme, zZe je

spravna.

Jak bylo feCeno dfive, dvé manhattanské kruznice mohou mit nekone¢né mnoho
spole¢nych bodd, i kdyZ nemaji stejny stied ¢i polomér. Bylo by proto vyhodné, kromé
dalsich kombinaci polomérQ, vytipovat pravé ty, pro které tento ptipad nastava. Pro
zaCatek uvazujme, ze ohniska lezi na pfimce rovnobézné s osou x a vzdalenost 2a je

o délku d delsi nez |EF].

Zacnéme tak, ze kruznice se sttedem v ohnisku £ bude mit polomér 2a a ta se stiedem

v druhém ohnisku 0 a poté postupné prvni polomér zmenSujme a druhy o stejny dil
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zvétsSujme. Nejprve nedostaneme zadné priseCiky, protoze prvni kruznice bod F
presahuje. Jakmile ale od prvniho z polomért odebereme polovinu d a druhy o tuto
vzdalenost zvétSime, dostaneme situaci, kdy jsou dvé kruznice do sebe zaklinény
(zelena a Cervend kruznice na obr. 16), a maji tedy nekone¢né¢ mnoho spolecnych
bodil. Jak se polomér prvni dile zmenSuje a polomér druhé dale zvétSuje, nastavaji
ptipady, kdy kruznice maji dva pruseciky. Od okamziku, kdy jsou poloméry stejné
velké, se uz situace symetricky opakuje. Obr. 20 ilustruje situaci vybranymi
kombinacemi polomérii. Soucty polomérii kruznic stejné barvy se rovnaji 2a = 5,

|EF| =3, a tedy d = 2. Cernou barvou jsou vyznageny priseéiky ptislusnych kruZnic.

~Ls

Obr. 20: Vysledek bodoveé konstrukce

Na obrazku je mozné si vSimnout toho, Ze vSechny Ctyfi samostatné pruse¢iky maji od
usecky EF stejnou vzdélenost, a to polovinu d. (Za vzdalenost bodu a usecky
povazujme nejmensi ze vzdalenosti bodu a libovolného bodu na dané tsecce.
V ptipadé, kdy je tsecka rovnobézna se soufadnicovou osou a bod lezi uvnitt nebo na
hranici pasu, ktery vyty€uji kolmice na danou uUsecku prochazejici jejimi krajnimi
body (pas je vyznaen modie na obr. 21), je zjevné nejmensi takova vzdalenost rovna
délce kolmice na usecku prochéazejici danym bodem, tedy stejné jako v euklidovskeé

metrice). Zda se tedy, ze pruseciky kruznic, které vznikly tak, ze dvé kruznice se
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protinaly, nikoli dotykaly stranami, by mohly vSechny byt od usecky EF stejné

vzdaleny.

Obr. 21: Pas

Vysledna situace pro elipsu, ktera byla pouzita pro ilustraci bodové konstrukce, by

vypadala tak, jak ukazuje obr. 22.

0

0 1 2 3 4
Obr. 22: Popis elipsy pro specialni polohu ohnisek

b

Zkusme tedy dokazat, ze tento tvar skute¢n¢ odpovidd manhattanské elipse. Stejné

jako v ptipadé kruznice rozdélime ditkaz do dvou casti:
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(1) Ukazeme, ze kazdy bod tohoto utvaru spliuje vlastnost pozadovanou od bodu

na elipse.

(2) Zadny dalsi bod tuto vlastnost nespliiuje.

Ackoli je Gtvar na obr. 22 predpokladanou elipsou pro jedno urcité zadani, mize dobie
ilustrovat obecny pfipad, pokud vynechame konkrétni tdaje. Jediné, co budeme
pozadovat, je, aby ohniska lezela na pifimce rovnobézné s osou x a délka2a
pfesahovala délku usecky |EF| o d. Prvni ¢ast diikazu rozd&lme taktéz na dvé Casti.
V té prvni se zaméifme na body lezici v pasu ohrani¢eném kolmicemi na usecku EF,
které prochazeji ohnisky. Ved'me libovolnym bodem X ptedpoklddané elipsy, ktery

soucasné lezi ve vySe zminéném pasu, rovnobézku s osou y (obr. 23).

p q

Obr. 23: Ditkaz pro casti rovnobézné s osou x

Jak bylo popsano diive, vzdalenost tohoto bodu od usecky EF je pravé polovina d.
Déle je z obrazku patrné, Ze rovnobézka s osou y rozdélila tiseCku EF na dvé usecky.
Oznacme jejich velikosti p a g. Musi tedy platit:

p+q-= |EF|
V ptipadé, ze bod X volime tak, Zze ma stejnou x-ovou soufadnici jako jedno z ohnisek,
pak sice usecka EF neni rozdélena na dvé ¢asti, nicméné protoze pak jedna z velikosti
P, q je rovna nule, zatimco druha mé velikost pravé |EF], je vySe uvedena rovnost také

splnéna. Nyni oznaéme s jako soucet vzdalenosti |EX] a |FX]. Plati tedy:
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s:EX+FX:(p+§)+(q+‘21):p+q+d: EF |+d = 2a

Tim je dokazano, Ze piislusné body v pasu opravdu spliuji vlastnosti kladené na bod

na elipse.

Nyni zaméfme pozornost na body zbylé. Bez jmy na obecnosti uvazujme prave ty,
které jsou blize ohnisku E. Jelikoz E je stfedem kruZnice o poloméru d/2, na jejiz ¢asti
lezi uvazované body, ma kazdy z téchto bodl od ohniska E vzdalenost rovnou
poloméru této kruznice. Protoze ohniska E a F maji stejné y-ové souradnice, je i rozdil
y-ovych soufadnic bodu F a libovolného uvaZzovaného bodu (Y) stejny jako rozdil
y-ovych soufadnic bodu £ a tohoto bodu. Ozna¢me tuto velikost jako u. Necht je

rozdil x-ovych soutfadnic ohniska £ a uvazovaného bodu Y rovna ¢ (obr. 24).

Obr. 24: Ditkaz pro casti, které nejsou rovnobézné s osou x

Musi tedy platit:

u+t:é
2

Dale je patrné, Ze rozdil x-ovych soutfadnic bodii F a Y je o |EF]| vétsi neZ ¢. Ozname v
jako soucet vzdalenosti |[EY| a |FY|. Z definice vzdalenosti v manhattanské metrice
dostavame:

VEEY|+|FY|=(u+t)+ (u+ |EF|+t)=2u+ 2+ |EF|=d + EF|= 2
Pro body blize ohnisku F by byl postup dikazu analogicky. VSechny zbylé body tedy

splituji vlastnosti bod lezicich na elipse, ¢imz je ¢ast (1) diikazu dokoncena.
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Nez pfistoupime k druhé c¢asti, zkusme ukédzat jednu dilezitou vlastnost dvou
specidlnich bodu elipsy, které¢ v diikkazu figuruji. Nejprve nazvéme stied usecky EF
sttedem elipsy a ozna¢me jej S. VSimnéme si, ze piimka EF protina pfedpokladanou
elipsu ve dvou bodech. Oznacme je 4 a B. Tvrdime: Necht' S = [m, n]. Pak 4 = [m—a;n]

aB=[m+a;n].

DN | 2

Obr. 25: Vzdalenosti mezi vyznacnymi body elipsy

O pravdivosti tvrzeni rychle pfesvéd¢i pohled na obr. 25. Jelikoz je S sttedem EF musi

platit:
@ + i = W = 2761
2 2 2 2

Z toho jiz plyne, Ze x-ova soufadnice bodu 4 je 0 a mensi nez m a x-ova soufadnice

54 = = a=|SB

bodu B je o a vétsi nez m.

Samotné druhé ¢ast dikazu pak ptiblizn¢ kopiruje diikaz tvaru manhattanské kruznice.
S tim rozdilem, ze zde nejdfive prodiskutujeme body leZici mimo pas ohraniceny
piimkami kolmymi na osu x a prochazejicimi body 4 a B. Bez Gjmy na obecnosti
uvazujme body, které jsou blize bodu 4. Je dilezité uvédomit si, ze protoze bod 4 lezi
na elipse, je soucet vzdalenosti tohoto bodu od jednotlivych ohnisek roven 2a. A navic,
tento soucet je pravé roven velikosti souctu rozdilii x-ovych soutfadnic bodu A4
a jednotlivych ohnisek, protoze tento bod lezi na pfimce EF a ma tak stejnou y-ovou

soufadnici jako ohniska. Vyjadieno rovnici dostdvame
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2a-= ‘al_el‘-l-‘a2_62‘+‘a1_f1‘+b2_f2‘:

= \al- el\+ 0+ \al- f1\+ 0= \al- el‘+ \al- 1

kde A =[ai;a], E=[ei;e;] a F = [flafz]

Ved'me bodem X leZicim mimo pas rovnobéZku s osou y. Ta protne piimku EF
v jednom bod¢€, oznac¢me jej R (obr. 26). VSimnéme si, ze plati:

|EX|+|FX|=|ER|+|FR|
Rovnost nastava pouze tehdy, jsou-li body X a R totozné. To proto, Ze oba maji stejné
x-ové soufadnice. V ptipadé€, Ze se jejich y-ové soufadnice 1isi, pak je leva strana
nerovnice vétsi neZ prava, protoze rozdil y-ovych soufadnic bodu X a jednotlivych

ohnisek je nenulovy.

s

Obr. 26: Ditkaz pro bodlv mimo pas

Nyni, protoZze bod R ma stejnou y-ovou soutadnici jako bod 4, ale v x-ové soutfadnici
ma veétsi vzdalenost od jednotlivych ohnisek nez bod A, je patrné, Ze i soucet
vzdalenosti od jednotlivych ohnisek (ozna¢me jako r) je vétsi nez ten u 4. A protoze
bod 4 lezi na elipse, je velikost » vétsi nez 2a. Tim padem je 1 |EX| + |FX] vétsi nez 2a,

tedy takovy bod X nemuze nalezet piislusné elipse.
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Obr. 27: Dﬁlkaz pro body v pasu

Pro body lezZici uvnitf nebo na hranicich pasu zvolme obdobny postup. Bez Gjmy
na obecnosti uvazujme pouze ty, které lezi nad ptfimkou EF. Nejdiive ved'me kazdym
takovym bodem rovnobézku s osou y (obr. 27). Ta protne uvazovanou elipsu v bodé M.
ProtoZe mé uvazovany bod X jinou y-ovou soufadnici nez bod M, ale stejnou x-ovou,
pak 1 |EX] + |FX] musi byt rizna od |EM| + |FM| a tim pddem i rGzna od 2a, protozZe

bod M lezi na elipse. Tim je dikaz tvaru manhattanské elipsy dokoncen.

Na zacatku dikazu bylo pozadovano, aby ohniska elipsy lezela na pfimce rovnobézné
s osou x. Nyni se tedy nabizi otazka, jak jejich poloha ovlivni vysledny tvar elipsy.
Nez ale tuto problematiku za¢neme zkoumat zevrubnéji, je pro srozumitelnost potieba
zavést vhodny systém a terminologii, které popisuji vzadjemnou polohu dvou ohnisek
elipsy.

Velmi vyhodné by se mohlo zdat zavést tento systém tak, ze vezmeme stied useCky EF
(oznaéme jej S) a povedeme jim rovnobézku s osou x. Na ni pak zvolime libovolny
bod (V) takovy, aby mél x-ovou soufadnici vétsi, nez je x-ovd soutadnice bodu S.
Vzajemnou polohu ohnisek EF vyjadiime jako usporadanou dvojici

P(E,F)=(S;

<FSV),

kde P(E, F) je vzajemna poloha ohnisek, S je stfed tsecky EF a | <FSV| je velikost
uhlu FSV. Tento systém sice neuddva polohu jednozna¢né, ovSem k vytvofeni si

predstavy o tom, jak jsou jednotlivé body otoc¢eny vici stiedu, je dostacujici (obr. 28).
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Obr. |28: Vlzdjellnnd bolollza ohlnisellc

s vyznacenym stredem a uhlem
Jakkoli se takto zavedeny systém popisu vzajemné polohy dvou bodi miize zdat
elegantni, mad jednu velmi zdsadni vadu. V jeho zavedeni jsme hovofili o Usecce
a jejim sttedu. Chapeme-li GseCku jako nejkratsi spojnici dvou bodi, pak vzhledem
k tomu, co jsme ukazali v kapitole 3, takovych spojnic v manhattanské metrice
existuje, az na specidlni pfipady polohy bodi, vice nez jedna a chapeme-li stied
usecky jako bod, ktery lezi na dané spojnici a ma stejnou vzdalenost od obou krajnich
bodi, pak je i tento stfed urCen nejednoznacné. Navic systém pouzivd pojmu thlu,
ktery v této praci nebyl nijak definovan vzhledem k manhattanské metrice, tim spiSe
neni zaruCeno, Ze jeho velikost se bude shodovat s velikosti Uhlu v metrice
euklidovské. Ve své podstaté by to znamenalo, Ze vlastnosti objektii v jedné metrice
bychom popisovali na zaklad¢ vlastnosti objektl v metrice jiné. Zvlastnost takového
popisu by se dala pfirovnat k zvlasStnosti véty: ,, Tento text je napsan anglicky* pfi

piekladu z anglictiny do cesStiny.

Pokud tedy budeme chtit systém upravit tak, aby zminéné problémy byly odstranény
a jeho jednoduchost ziistala zachovana, aniz bychom slozit¢ dopliiovali definice, je
vhodné vyuzit dostupnych prostiedkli. Komplikace s nejednoznacnosti stfedu tsecky
se da obejit, zvolime-li pfimocatejsi postup. V euklidovském pojeti usecky ma jeji

stied soufadnice:
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2

S|:el+fi.el+4fé:|
2 2 0

kde ey, e, fi a f> jsou souradnice bodu E, respektive F. Upraveno z [13, str. 18].

O pravdivosti tohoto tvrzeni rychle ptesvédci pohled na obr. 29.

Obr. 29: Poloha bodu E. Sa F

Trojuhelniky EPS a SQF jsou zjevné shodné podle véty wusu. Znamend to tedy, ze
1 jednotlivé soufadnice stfedu se 1i$i o stejné velké Cislo od téze soutadnice bodu £ 1 F.
Pro jednoduchost uvazujme nyni pouze x-ové soutfadnice bodii. Ozna¢me velikost této
odchylky o. Vyjadiime-li f; v z&vislosti na o a e;,dostaneme:

fi= et 20
Navic pro x-ovou soufadnici bodu S musi platit:

s,=eto
Nyni upravujme piedpokladany vyraz soutfadnice bodu S na tvar uvedeny v posledni
rovnici, ¢imz ukadzeme, ze je s nim ekvivalentni:

:el+f1:el+el+20:2el+20:€+0

T 2 2 !

Diky této skutenosti nyni miizeme pro libovolnd dvé ohniska najit pouze za pomoci
jejich soutadnic bod S, ktery mad, jak vyplyva z dikazu, od obou ohnisek stejnou
vzdalenost, a dokonce 1 absolutni hodnota rozdilu x-ovych, respektive y-ovych
soufadnic kazdého ohniska a bodu § je stejnd. (Na obr. 29 je toto reprezentovano

stejnou délkou odvésen trojuhelniki EPS a SOF))
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Témito rozdily v jednotlivych soufadnicich bychom mohli nahradit velikost thlu

v ptivodnim systému. Definujme dva nové vyrazy:

AXF:fl_Sl

A = f,-s
yF 2 2
Zde 11, 1, s1 a 52 jsou soufadnice bodu F;, respektive S. Vzajemnou polohu bodti £ a £/

P(E,F), definuyme pomoci néasledujici uspotfadané trojice:

P(E,F)=(S,A ;.0 )
Je dobré povSimnout si, Ze pokud bychom obdobné definovali 1 Az a Ay s tim
rozdilem, Ze misto soufadnic bodu F bychom pouzili soufadnice bodu E, potom, jak

plyne z obr. 29, by muselo platit:

A také:

To proto, Ze jednotlivé vyrazy v rovnostech predstavuji velikosti odvésen trojuhelnikii
EPS a SQF. Z obr. 29 je dale patrné, ze kdykoli ma bod F x-ovou ¢i y-ovou soufadnici
vEtsi, nez je piislusnéd souradnice bodu S, ma bod E stejnou soufadnici mensi, nez je
ptislu$na soufadnice bodu S, a obracené. V piipade, Ze se jedna ze souradnic bodu F'
rovna téze soufadnici bodu S, pak i1 soufadnice bodu E musi byt stejna. Z této uvahy

tedy dostavame:

A analogicky:

Pro kazdou dvojici bodii tedy dostavame jednoznacné uréenou usporddanou trojici,
a navic kazda usporadana trojice jednoznacné urcuje dva body. (Dikaz ponechén jako
piiklad k procviceni, kapitola Ptiklady, zadani 6.)

Nyni, kdyz umime efektivné vyjadrit vzdjemnou polohu dvou bodl, mizeme se pustit
do zkoumani tvaru elipsy pro rizné polohy ohnisek. Pro jednoduchost zaénéme
specialnim ptipadem (S, 0, A,r), jinak feCeno situaci, kdy ohniska lezi na piimce

rovnobézné s osou y.
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Nejprve je dobré si pfipomenout, ze kazdy bod na elipse miizeme interpretovat jako
prusecik dvou kruznic se stfedy v ohniscich elipsy a se sou¢tem poloméra rovnym 2a.
Jak ukazuje obr. 30, zména polohy stfedi kruznic neovliviiuje pocet praseciki, které
kruznice maji. Jediné, co se zmeénilo, je, Ze rozdil soufadnic prasecikti kruznic od

sttedll v y-ové soufadnici se nyni stal rozdilem soutadnic v x-ové soutadnici, a naopak.

Obr. 30: Srovnani prisecikii kruznic

Tudiz pro ohniska leZici na pfimce rovnobézné s osou y dostaneme tvarové shodnou
elipsu, pouze jinak orientovanou. Obr. 31 tuto situaci ilustruje a navic ji porovnava

s elipsou, jak byla odvozena pro ohniska lezici na rovnobézce s osou x a stejnym

bodem S.
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Obr. 31: Elipsa s ohnisky na primce rovnobézné s osou y

Cilem této kapitoly je odvodit a popsat tvar manhattanské elipsy tak, aby pro kazdou
vzajemnou polohu ohnisek bylo jasné, jak takova elipsa vypada. Nez se ale do tohoto
ukolu pustime, formulujme Ctyfi véty, které zjednoduSi proces odvozovani. Prvni
formulujme nasledovné: ,,Elipsa se vzdjemnou polohou ohnisek P(E, F)=(S, Ar Ayr) je
tvarové shodna s elipsou se vzajemnou polohou ohnisek P(G, H)=(S, —A.r, —A,r), ktera

ma stejnou velikost parametru 2a.*
Diikaz tohoto tvrzeni se stane ziejmym, uvédomime-li si, ze véta se da parafrazovat
jako: ,,Tvar elipsy se nezméni, pokud zaménime jeji ohniska.* To vyplyva z rovnosti

AXF:_AXE

A

VF -4 VE
odvozenych v této kapitole. Protoze v bodové konstrukci elipsy nastane vzdy situace,
ze pokud ma kruznice se sttedem v jednom ohnisku polomér », a kruznice se sttedem
v druhém ohnisku polomér r,, pak je v bodové konstrukci obsazena i dvojice kruznic

se stejnymi poloméry a stiedy vzdy v druhém ohnisku.
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Druhou z vét formulujme takto: ,Necht ma elipsa vzajemnou polohu ohnisek
P(E,F)=(S, A:r, Ayr). Potom je tvarové shodna s elipsou, kterd ma stejnou velikost
parametru 2a a se vzajemnou polohou ohnisek P(G,H) = (R,ArAyr), kde bod R je
libovolny bod v rovin€.“ Jinak feceno to znamend, ze posuneme-li obé ohniska o

stejny libovolny vektor, tvar elipsy se nezméni. Tato formulace plyne z obr. 32.

FI

F
1Ay

R
A?F
| Y | |A;;_»F| D
S
A.A B
E' C
E A

Obr. 32: [lustrace druhé véty

Na ném je ze shodnosti pfisluSnych trojahelnikli patrné, Ze posunutim ohnisek se o
stejny vektor posune i bod S. A protoze, jak bylo ukdzano v kapitole 4, je tvar
manhattanské kruznice nezavisly na soufadnicich jejiho stfedu, pokud posuneme
prislusné kruznice v bodové konstrukcei elipsy, jejich priseciky se rovnéz posunou o
stejny vektor, a tim padem se ve vysledku posune cela elipsa bez toho, aby se zménil
jeji tvar.

Nez budeme formulovat zbylé dvé véty, je potieba pfipomenout si, co je to osova
soumérnost. Osova soumérnost je shodné zobrazeni, které kazdému bodu v roviné
(vzor) ptitadi takovy bod (obraz), ktery lezi na kolmici k ose soumérnosti prochazejici
vzorovym bodem a ktery md stejnou vzdilenost od piimky, jako ma vzor.
V nésledujici vété budeme uvazovat pouze osy rovnobézné se soufadnicovymi osami,
tedy kolmice na n¢ budou rovnéz s nimi rovnobézné, pochopiteln¢ vzdy s druhou
z dvojice. A protoze vzdalenost dvou bodl na téchto pfimkach bude vzdy urcena
rozdilem hodnot v pfislusné soufadnici, plati podle definic manhattanské

a euklidovské metriky nasledujici vztah
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‘CD‘: = (di_ Ci) >

d - c

kde C a D jsou body na takové ptimce a ¢;, d; jsou souradnice téchto bodii. Zdali jsou
to x-ové, nebo y-ové soufadnice, urcuje rovnobéznost piimky se soufadnicovou osou.
Pokud je rovnobé&zna s osou x, jsou to soufadnice x-ové, pokud s osou y, jsou y-ové.
Takto zadefinovand osova soumérnost je tedy stejna v manhattanské i euklidovské

metrice. Pro ilustraci slouzi obr. 33.

V' Kolmice na osu soumérnosti
Vzor Obraz

Osa soumérnosti

Obr. 33: Osova soumérnost

Treti z vet rika toto: ,,Necht’ bod S ma souradnice

S_|ie]+f;.e2+.f;i|

b

2 2
a necht’ bod G je obrazem ohniska E v osové soumérnosti s osou, ktera je rovnob&zna
s osou x, respektive y, a ktera prochdzi bodem S, a také necht bod H je obrazem

ohniska F' v téze soumérnosti. Potom plati:

S|:gl+h].g2+h2j|
2 7 2 T

kde g1, g2, h1 a h, jsou souiadnice bodia G a H.*

Toto tvrzeni miizeme dokazat naptiklad nasledovné. Zvolme néjakou vzdjemnou
polohu bodii £ a F. I kdyz tento pfipad je konkrétni, pro jakoukoli jinou polohu by
dikaz probihal stejné. Na obr. 34 je dobie vidét, ze trojuhelniky GCS a SBH jsou
shodné¢ podle véty wusu. Tedy pokud zopakujeme postup, ktery jsme vyuzili pro

dokazani pravdivosti tvrzeni, Ze bod S mé soutadnice
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S|:el+.f;.€2+f;:|
12 2 |

dostaneme vztah pro soutfadnice bodu S v zavislosti na soufadnicich bodl G a H, ktery

jsme méli ovéfit.

Obr. 34: [lustrace treti vety

Ctvrtou vétu formulujme nasledovné: ,Necht bod G je obrazem bodu E v osové
soumernosti s osou rovnobéznou s jednou ze soufadnicovych os a bod H je obrazem
bodu F' v téze soumeérnosti. Pak elipsa, kterd ma velikost parametru 2a a ohniska
v bodech G a H, je osové soumérna podle vyse uvedené osy s elipsou s ohnisky £ a F'

a stejnou velikosti parametru 2a.*

Dtikaz tohoto tvrzeni rovnéz ilustrujme graficky na obr. 35. Protoze kazdy bod na
elipse lze interpretovat jako priaseCik dvou kruznic se stiedy v ohniscich, vyberme
takovou dvojici kruznic. Jak je patrné, zobrazenim téchto kruznic v osové soumérnosti
dostaneme kruznice se stejnymi poloméry a stfedy v obrazech ptivodnich ohnisek, a to
tak, ze kazdy bod je obrazem vzoru ve stejné soumérnosti. A jelikoz 1 prasecik dvou
kruznic je bodem na kruznici, znamena to, ze priseciky vzorovych kruznic se zobrazi
na praseCiky kruznic, které jsou jejich obrazy. Tedy je-li elipsa mnozinou vSech
prusecikli vySe zminénych dvojic kruznic, musi byt elipsa s ohnisky, které vznikly
zobrazenim piivodnich ohnisek v osové soumérnosti s osou soumérnosti rovnobéznou

s jednou ze soutfadnicovych os, rovnéz osové soumérna s pivodni elipsou.

44



Obr. 35: Kruznice v osové soumérnosti

Za povSimnuti jist¢ stoji, Ze posledni véta se d& snadno upravit tak, aby se
nevztahovala pouze na elipsu, ale viceméné na jakykoli utvar, ktery vznikd bodovou

konstrukeci.

Tyto véty slouzi jako uZitetné nastroje, protoze pomoci nich mizeme k jednomu
specialnimu ptipadu polohy ohnisek a parametru 2a najit tvary libovolné mnoha

dal$ich ptipada v zavislosti na zvoleném posunuti a soumérnosti.

Stejné tak jako v predesSlych ptipadech, zaénéme pii odvozovéni tvaru elipsy pro
obecné ptipady konkrétnimi. Pomoci bodové konstrukce odhadnéme ocekdvany tvar
elipsy pro nekolik vzdjemnych poloh ohnisek a hodnot parametru 2a, zanalyzujme
a zobecnéme ho a dokazme, Ze je platny. Vzhledem k tomu, Ze tento proces byl popsan
uz diive, slovni komentar nebude piilis§ rozsahly.

Obr. 36 znazoriiuje bodovou konstrukei elipsy se vzajemnou polohou ohnisek
P(E,F) = ([5;5],1,-1) a parametrem 2a = 6. Syt¢ Cern¢ jsou vyznaceny objekty, které
vznikly jako pruseciky ptislusnych dvojic vyobrazenych kruznic, slabé Cerné je pak

naznacen predpokladany tvar celé elipsy.
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0 2
Obr. 36: Bodova konstrukce

Obr. 37 ukazuje tvar predpokladané elipsy pro P(E,F) = ([3,5;3,5],1,5,—0,5) a hodnotu

parametru 2a = 5.

D
Obr. 37: Bodova konstrukce

Na obr. 38 je naznaCen piedpokladany tvar elipsy pro P(E,F)=([1,5;2],0,5,—1)
a hodnotu 2a = 5.
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Ol;r. 38: Bodo\vd konstrukce

Jak se zd4, tak oproti specidlnim pifipadim, kdy obé ohniska lezela na piimce
rovnobézné se souradnicovou osou, ma elipsa pro ostatni pfipady osmithelnikovy tvar.
Navic ptedchazejici ilustrace naznacuji, ze délka ¢asti elipsy, které jsou rovnob&zné se
soufadnicovou osou, maji délku odpovidajici absolutni hodnoté rozdilu souradnic
ohnisek, a to téch, které se vyznacuji na ose, se kterou je dand Cast rovnobézna. Ze

vztaht, které plati pro A Axe, Ayr a Aye, by pro délku téchto ¢asti vyplyvalo:

‘A xF‘+ ‘AXE‘: 2‘AXF‘

Respektive:

v ‘AyF"F ‘AyE‘:z‘AyF‘

Zde u je délka libovolné casti rovnobézné s osou x a v délka libovolné casti
rovnobézné s osou y. Navic, pokud 2a ptesahuje |EF| o d, pak se zda, ze dvé Casti,
které nejsou rovnobéZzné se soufadnicovymi osami a jsou blize k jednotlivym
ohnisklim nez zbylé dvé nerovnobézné cCasti, jsou stranou kruznice se stfedem
v bliz§im ohnisku a polomérem rovnym polovin¢ d. Obr. 39 ukazuje elipsu

s doplitujicim popisem.
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Obr. 39: Popis elipsy pro obecnou polohu ohnisek

Diikaz toho, Ze manhattanska elipsa ma skute¢né tento tvar, je obdobny tomu, ktery
jsme provadeli pro specidlni ptipad, kdy ohniska byla rovnobézna s osou x, a opéct se
skladd ze dvou casti, kdy v jedné ukaZzeme, Ze vSechny body ptedpokladané elipsy
spliiuji vlastnosti na né kladené, a v ¢asti druhé to, Ze zddny dalsi bod tyto vlastnosti

nesplituje.

Prvni ¢ast proved'me zvIast’ pro dvé skupiny casti elipsy. Pro ¢éasti nerovnob&zné se
soufadnicovymi osami, které jsou blize k jednotlivym ohniskiim nez zbylé dvé
nerovnob&zné Casti, je dikaz totozny s pasazi dikazu pro specidlni ptipad, kde se
feSily c¢asti elipsy, které nalezely kruznicim se stfedem v ohniscich a polomérem
rovnym poloving d. Jen pro ptipomenuti §lo o to, Ze vzdalenost mezi ohnisky je |EF]
a ke kazdému bodu v prislusné casti je vzdalenost od kazdého ohniska jesté

polovina d. Tedy celkem |EF| + d = 2a.

K diikazu pro ostatni ¢asti vyuZijeme syntézu poznatkl z kapitoly 3. Jednak toho, Ze
mezi dvéma body (£ a F) existuje vice nez jedna spojnice, ktera ma délku rovnou |EF],
a ze rovnost v trojuhelnikové nerovnosti nastava pro spojnice, které se v zddném svém
useku nevraceji, a tim padem se zddnou svou Casti nenachdzi mimo plochu
ohranicenou rovnobézkami se soufadnicovymi osami prochéazejicimi body £ a F. Tim

padem 1 spojnice vedouci po dvou sousednich stranach, které tuto plochu ohranicuji,
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ma délku |EF|. Situace je zndzornéna na obr. 40, kde zelen€ je vyznacena spojnice po

vyznacenych stranach obdélniku.

Obr. 40: Plocha obsahujici nejkratsi spojnice

Pro libovolny bod (Z) na zelené spojnici (a anologicky i na druhé spojnici, ktera jde po
protéjSich stranach vyznaceného obdélniku) plati, Ze |EZ| + |FZ| = |EF]|. Pokud tyto
spojnice najdeme pro ohniska elipsy a zakreslime je, bude patrné, Ze body elipsy je
obaluji, a to tak, Ze nejbliz§i bod k nim na spojnici je vzdalen pravé polovinu d
(obr. 41).

e

s ]

d
kil=2
Ty

Obr. 41: Elipsa jako obal plochy nejkratsich spojnic

Tedy pro kazdy bod X na elipse a bod Z, ktery je nejbliz§im bodem na zelené spojnici
k bodu X, dostdvame
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EX|+ |FX|= (EZ|+ ‘21)+ (FZ |+ ‘;): EF|+d = 2,
coz bylo dokazati.

Druhou ¢ast ditkazu zde detailné rozebirat nebudeme, protoze vice ¢i méné kopiruje
postup pii dikazu téhoZ u specidlni polohy ohnisek. Jen nazname, Ze 1 tuto Cast je
mozno rozdélit na dvé c¢asti, kde v prvni ukdzeme, ze body lezici vné pasu
ohrani¢eného ¢astmi elipsy rovnobéznymi s jednou, respektive druhou soufadnicovou
osou pozadovanou vlastnost nespliuji, protoze jsou jednoduse feceno od obou ohnisek
dale nez body ndlezici elipse a hranici pasu. Se zbylymi body se ve druhé casti
vypotadame opét pomoci rovnobézek se souradnicovymi osami a porovnanim s bodem
na elipse, kterym tato rovnobéZzka prochazi, ptipadné pro body lezici uvniti plochy
ohrani¢ené¢ zelenymi spojnicemi, miZeme konstatovat, Ze soucet vzdalenosti
libovolného takového bodu od jednoho a druhého ohniska je roven |EF]. Tim je dikaz

dokoncen.

Na zavér kapitoly zkoumajici elipsu v manhattanské metrice uved'me jesté jednu
ilustraci, kterd ukazuje postupny vyvoj Utvari v zavislosti na vzajemné poloze
ohnisek, paklize kruznici miizeme povazovat za velmi specidlni piipad elipsy, kdy

ohniska splyvaji (obr. 42).

-

Obr. 42: Genealogie
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6 Hyperbola v manhattanské metrice

Dals§im tutvarem, kterym se budeme v této praci zabyvat, je hyperbola. StfedoSkolska
definice hyperboly zni nésledovné: Necht jsou dany dva rizné body (£ a F)
a vzdalenost 2a, 0 <2a < |EF|. Hyperbola je mnozina vSech bodi X v roving, které
spliiuji nasledujici rovnost:
|EX|- |FX| = 2a
Jak je vidét, elipsa a hyperbola maji nékolik véci spole¢nych — ob¢€ maji dvé ohniska,
v jejich definicich vystupuji vzdalenosti bodu od jednotlivych ohnisek, tedy ke
konstrukci hyperboly bude také mozno vyuzit bodové konstrukce a také parametr 2a,
ktery je konstantou. Podstatny rozdil spociva ale v tom, Ze zatimco u elipsy S$lo
o soucet vzdalenosti bodu od jednotlivych ohnisek, u hyperboly jde o rozdil. Jinymi
slovy bod X je vzdy od jednoho ohniska o konstantni vzdalenost dale nez od druhého.
Rozdil vzdalenosti je navic v absolutni hodnoté. To v podstaté znamend, Ze nezélezi na
tom, od kterého ohniska ma byt dany bod dal, protoZe plati:
|EX|-|FX||= |-(FX |- |[EX])| = |FX |- [EX |

Jak bylo uvedeno vyse, ke konstrukci hyperboly je mozné vyuzit bodové konstrukce.
Zatimco u elipsy mély kruZnice z ohnisek konstantni soucet polomérli, pfi bodové
konstrukci hyperboly budeme pozadovat, aby kruznice se stfedy v ohniscich mély
konstantni rozdil polomért, tedy vzdy bude mit jedna o 2a vétsi polomér nez druha.
Zatimco u elipsy existoval maximalni polomér, ktery muiZe jedna kruznice pro
konstrukci dané elipsy mit (2a), u hyperboly Zzadny takovy horni limit neexistuje,
protoze pokud mensi polomér stale zvétSujeme, tak pokud o stejné dily zvétSujeme
1 polomér druhé kruznice, rozdil zlstava stejny. Naproti tomu zde existuje spodni limit
pro vétsi z polomérti (2a), to pro piipad, kdy je velikost druhého poloméru rovna nule.
I zde vytvati bodova konstrukce cely ttvar, protoze pro libovolny bod hyperboly urcité
muiZeme najit dvé takové kruZnice se stiedy v ohniscich, které maji pozadovany rozdil

velikosti polomért.

Ukazme nyni bodovou konstrukci nazorné pii odvozovani tvaru hyperboly pro piipad,
kdy ohniska lezi na pifimce rovnobézné s osou x. Polozme |EF| =3 a 2a = 2. Situaci

zachycuje obr. 43.
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Obr. 43: Bodovd\kon;trukce hyperboly

v v

z8iho ohniska vzdalen polovinu d, jak je ukdzano na obr. 44.

”

’

bo | 2

o
[x%]

Bodova konstrukce naznacuje, ze v ptipad¢€, kdy ohniska lezi na pfimce rovnobézné
s osou x, by hyperbolou mohly byt dvé pfimky rovnobézné s osou y. Navic pokud,
podobné jako jsme tak ucinili v ptipad¢ elipsy, popiSeme vztah mezi vzdalenosti
ohnisek a parametrem 2a jako |EF| — d = 2a, pak se zd4, Ze hyperbola protina pifimku

rovnobéznou s osou x, na které lezi ohniska, ve dvou bodech, ptfi¢emz kazdy z nich je

Obr. 44: Pobis hvperbolv
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Dtikaz toho, ze tomu tak opravdu je, provedeme opét ve dvou krocich. Nejdiive
ukaZzme, Ze vSechny body hyperboly spliiuji podminku na né kladenou. Za&néme

s body P, a P,. Bez ijmy na obecnosti zvolme P,. Pro néj plati:

|EP|- |FP,| = =|[EF|-d

(EF |- ‘21)— (62[) = 2a|= 2a

U téchto dvou bodt je vzdalenost od jednotlivych ohnisek vyjadiena pouze absolutni
hodnotou rozdilu v x-ovych soufadnicich. Jediné, co se méni pro ostatni body
pfedpokladané hyperboly, je to, Ze se jejich soufadnice li$i od soufadnic ohnisek
1 v y-ovych soufadnicich, ovS§em kazdy urcity bod vZdy od kazdého ohniska stejné.
Tedy po odecteni se tyto rozdily y-ovych soufadnic odectou a rozhodujici je pouze
rozdil v x-ovych soufadnicich oproti ohniskiim, ktery je stejny jako v ptipadé boda P,
respektive P,. A proto kazdy bod predpokladané hyperboly spliiuje podminku

v definici.

V druhém kroku diikazu ukazme, ze zadny jiny bod podminku v definici nespliuje.
Zaénéme body, které lezi mimo pds, nebo na hranici pdsu, ktery je ohraniceny
rovnobézkami s osou y, které prochazi ohnisky. Na obr. 45 je vzdalenost v x-ové
soufadnici, o kterou bod X lezici mimo pas presahuje vné, oznacena jako v. Rozdil

v y-ové soutadnici oproti ohnisklim je oznacen jako w.

v

T T T

Obr. 45: Dukaz pro body mimo pas
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Podle definice manhattanské metriky dostavame:
|EX|—|EX||=|(| EF|+v+w)—(v+w)| =| EF| = |EF| # 2a
Tim je ukézéano, ze takové body rovnost nespliuji.

Pro zbylé body rozliSujme dva ptipady podle toho, zdali bod lezi uvnitf nebo vné pasu
ohrani¢en¢ho piimkami predpokladané hyperboly. Na obr. 46 jsou to body X a Y.
Ved’'me témito body rovnobézky s osou y. Ty protnou piimku EF ve dvou bodech. Na
obr. 46 jsou oznaceny jako C a D. I kdyz je dikaz provadén pouze pro body blize
ohnisku F, pro body blize ohnisku £ by byla situace stejnd, az na to, ze by pfislusné
velikosti uvnitt vnéjsi absolutni hodnoty vySly s opaCnym znaménkem, které by

absolutni hodnota vyrusila.

S S
eE ;D éC eF

Obr. 46: Ditkaz pro zbylé body

Oznac¢me velikosti |F'C| a |FD| jako

FC|= k

FD|= 1.

Pro jednoduchost uvazujme, ze y-ové souradnice bodii X a Y jsou stejné a absolutni
hodnotu jejich rozdilu oproti y-ovym souiadnicim ohnisek oznaéme s. A protoze

k 11 jsou mensi nez polovina |EF], plati:
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|EX|-|FX| = (EF|-k +s)-(k+s) = |EF|-2k|= |[EF|-2k
A také:
|EY|- |FY| = |(EF|-1+s)-(+s)|= |[EF|-2l|= [EF |- 2

JelikoZ navic plati
k+—,

stejné tak jako

]ig,
2

pak musi platit, Ze
2a=|EF|~d #|EF|-2k,
a dale:
2a=|EF|-d #|EF|-2l.
Zadny takovy bod tedy rovnost v definici hyperboly nesplituje, ¢imz je dikaz

dokoncen.

Na tomto misté je vhodné poznamenat, ze obdobné¢ jako v piipad¢ elipsy, pokud se
ohniska nachazeji na rovnobézce s osou y, dostavame hyperbolu, kterou tvoii rovnéz
dvé pfimky, tentokrat ale rovnobézné s osou x. To vyplyva z moznosti hyperbolu
konstruovat pomoci bodové konstrukce. Situaci ukazuje obr. 47, kde je hyperbola

znazornéna dvéma ¢ernymi tlustymi ¢arami.
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Obr. 47: Hyperbola pro ohniska na primce rovnobézné

s osou'y
Stejn¢ tak jako u elipsy by se dala i zde ukazat platnost ¢tyf vét, samoziejmé
upravenych pro hyperbolu. ProtoZe by to ale bylo témét opakovani toho, co jiz bylo

napsano diive, dikazy neprovadéjme.

Nyni zbyva uz jen zjistit, jaky tvar ma hyperbola pro ostatni ptipady vzajemné polohy
ohnisek. Stejné jako v ptipadé elipsy zkusme nejprve pomoci bodové konstrukce
odvodit predpokladany tvar hyperboly, o kterém pak dokazeme, Ze je platny. Zvolme
vzajemnou polohu, naptiklad P(E,F) = ([0;0],2,—1), a hodnotu parametru 2a = 3. Pro
pfehlednost sestrojme pfiblizny tvar hyperboly zvlast’ pro ptipad, kdy maji body vetsi
vzdalenost od ohniska E (obr. 48), a zvlast’ pro pftipad, kdy lezi dale od ohniska F
(obr. 49). Pak jednotlivé casti dejme dohromady (obr. 50). Body, které vznikly pfi
bodové konstrukci, jsou vyznafeny silné a Cerng, zatimco piedpokladany tvar je

vyznacen slabé a cerné.
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Obr. 48:\ Jedna vétev hyperboly

[

Obr. 49: Druha vétev hyperboly
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Obr. 50: Obé vetve hyperboly

Jak ale naznacuje obrazova pfiiloha v [8, str. 146], situace s hyperbolou neni tak
jednoducha. Pro¢ tomu tak je, bude rozvedeno v diikazu tvaru hyperboly. Nyni jesté
vytvorme ilustrace pro stejnou vzajemnou polohu ohnisek jako v piedchozi situaci, ale

zménme hodnotu parametru na 2a = 2 (obr. 51, obr. 52 a obr. 53).

~ ~ - ~ 4
A ~ . ~ ~ //
A ~ s s bt - # “
~ ~ - ~ .
~ ~ . . . .
~ ~ < s N - s # N
s N s
s ~
- & # ~ , Ll
> - - S ~ RS PN
~ £ ’ s ~ S, b . “
~ - - ~ ~ I N
s < <
~ P . ~ , LS . ~
2 s, ’ . P . . “
4 5 p ’ N, R “
~ - N ~
N . / “ [ PN
’
” N~ 7 . - A AN
s £ , , N ~ . N
’ \ # ~

L P N s ~ e ’ . N
N . ™, . ~ ’ ’ ’ o ~
RN IR ~ ’ » W .
~ s s P
’ ~ s “ ~ P ’ ~
AR / \ w7 ’ ” ‘RN ~
Y . ) 4 N ¢ , , AN .
. R ~ - ’ b
& s 5 5 . P . N .

N s s ~ ~ p ’ .
~ s s N N / P ~ ~

Obr. 51: Prvni vétev specidlniho privadu Obr. 52: Druha vetev specialniho privadu
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Obr. 53: Specialni pripad s plosnymi castmi

Jak se zda, pro tento ptipad se hyperbola skladda 1 z ¢asti, které maji nenulovou plochu,

presnéji feceno hyperbole nalezi také vSechny body seviené mezi dvé polopiimky. Na

obr. 53 jsou tyto Casti vyznacCeny barevné.

Jak je patrné z obr. 54, obr. 55 a obr. 56, pro stejnou vzajemnou polohu ohnisek jako

v predchazejicich dvou piipadech, ale hodnotu parametru 2a = 1, ma hyperbola jesté

Jiny tvar.
L]
.
)
I
4
T /' -
-2 .
s -
s
S
S
s 4 .
s # -
s # *
i & -
< 8 S
S Y by 4
A Y W

N s , .

Obr. ,54: Bjodoszd
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onstrukce jedné veétve
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Obr. 55: Bodova konstrukce druhé vetve
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Obr.56: Hyperbola s c¢astmi rovnobéznymi s osou y

Podle obrazové piilohy [8, str. 146], existuje i typ hyperboly podobné té na obr. 56,
s tim rozdilem, ze polopiimkové Casti jsou rovnobézné s osou x misto osy y. Takovou
hyperbolu ziskame napiiklad pro P(E,F) = ([0;0],—1,—2) a hodnotu parametru 2a = 1.

Tato hyperbola je zobrazena na obr. 57.
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Obr. 57: Hyperbola s castmi rovnobéznymi s osou x

Nyni popiSme dvé z téchto hyperbol, naptiklad prvni (obr. 50) a posledni (obr. 57),
pficemz budeme mit na paméti, Ze tento popis se da aplikovat i na ostatni typy. Tento
popis je k vidéni na obr. 58 a obr. 59. Vzdalenost Casti, kterd neni rovnobézna ani

s jednou ze soutfadnicovych os, je vzdy rovna poloving d.
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Obr. 59: Popis posledniho typu hyperboly
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Dtikaz platnosti tvaru hyperboly proved'me pro zménu jinak nez dikazy piedesle,
méné technicky a formdalné, i pfesto, ze dikaz obdobny piedeslym by pravdépodobné
mozny byl. Vyhodou by mé¢l byt lepsi vhled do tvaru hyperboly pro obecné zadani

vzajemné polohy ohnisek a parametru 2a.

Nedélme dikaz na dvé casti jako diive, misto toho zacnéme diskuzi ohledné casti,
které nejsou rovnobézné ani s jednou soufadnicovou osou. Jak je vidét z obrazk, tyto
casti maji své krajni body na hranicich plochy ohrani¢ené rovnobézkami se
soufadnicovymi osami prochazejicimi ohnisky. Kazdy bod jednotlivé ¢asti ma od
libovolného ohniska stejnou vzdalenost jako kazdy jiny bod na této ¢asti, protoze lezi
na stejnych kruznicich se stfedy v ohniscich. A protoZze lezi uvnitf vySe zminéné
plochy, pak pro libovolny bod X na této ¢asti plati:

|[EX |+ |FX|=|EF |
Je-li tedy napftiklad

YRS
potom:
£X|= |EF|-

Proto pro kazdy takovy bod plati:

_grl- 4y -4
|EX |- |FX= (EF |- D)= ()

\EF\-d‘:Pa\:Za

Kazdy takovy bod tedy urcité¢ soucasti hyperboly je, protoze spliiuje podminku
v definici. Navic zadny jiny bod uvnitt vySe zminéné plochy tuto podminku nespliuje,
protoze lezi k jednomu ohnisku blize a od druhého dale, takze rozdil vzdalenosti
tohoto bodu od jednotlivych ohnisek neni stejny jako u bodi na diskutovanych

¢astech.

Obr. 60 ukazuje vySe zminovanou ohrani¢enou plochu a v ni diskutované casti
hyperboly. Ozna¢me body, kde se ¢asti hyperboly dotykaji hranic plochy, 4, B, C a D.
Je dobré si uvédomit, Ze tyto body budou vzdy Ctyfi, protoze v okamziku, kdy by dvé
casti splyvaly, byl by rozdil vzdalenosti libovolného bodu na nich od jednotlivych
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ohnisek roven 0, tedy 2a = 0, coz neni podle definice hyperboly ptipustné. Na druhou
stranu, pokud by tyto Casti byly kazda pouze jednim bodem, tedy ohniskem, parametr

2a by se rovnal |[EF], coz také neni piipustné.

Obr. 60: Cdsti hyperboly v plose

nejkratsich spojnic ohnisek
Vezméme libovolny takovy bod, naptiklad 4, a feknéme, Ze budeme od n¢&;j chtit najit
takovy smér, ve kterém lezi dal$i body hyperboly. Ty museji mit konstantni rozdil
vzdalenosti od jednotlivych ohnisek, tudiz protoze bod 4 nalezi hyperbole, museji byt
od obou ohnisek o stejnou délku dale nez bod 4. V ptipad¢ znazornéném na obr. 60 to
mohou byt jedin¢ body, které maji stejnou y-ovou soutadnici jako bod 4 a x-ovou
mensi, nez je x-ova soufadnice bodu 4. To samé plati 1 pro bod C, pro body B a D je

situace obdobnd, tentokrat ale hledané body maji x-ovou soufadnici vEtsi.

To, kam polopitimkové prvky hyperboly sméfuji, zaleZi na umisténi bodii 4, B, C a D.
Pokud bychom parametr 2a vhodné¢ zvétsili, situace na obr. 60 by se zménila a body 4
a D by se nachézely na horni, respektive spodni pfimce ohraniCujici plochu. V tom
ptipadé by poloptimkové prvky od nich pokracovaly nahoru (stejnd x-ova soufadnice
jako u bodu 4, y-ova vétsi), respektive doli (stejna x-ova soufadnice jako u bodu D,
y-ova mensi). Specialnim piipadem je, kdyz se tyto body nachazeji v priisec¢iku piimek
ohranicujicich vyse zminénou plochu. Uvazujme nyni, ze bod D nalezici hyperbole se

v tomto pruseciku nachazi, podle obr. 61.
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X |Z

Obr. 61: Specialni p}:;'pad polohy

bodu D
Pak je patrné, Ze kterykoli z bodl X, Y a Z ma od obou ohnisek o urCitou hodnotu vétsi
vzdalenost nez bod D. Ale proto, Ze od obou ohnisek o hodnotu stejnou, v rozdilu
v definici se tato hodnota odecte, takze absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti tohoto
bodu od jednotlivych ohnisek zlistane stejnd jako u bodu D. Tedy tyto body jsou
soucasti hyperboly. Jak obrazek napovida, toto zachovani absolutni hodnoty nastava
i pro vSechny ostatni body na polopfimkach DX a DY a také pro libovolny bod mezi
nimi sevieny. Naproti tomu pro jakykoli jiny bod, s vyjimkou téch, které na hyperbole
lezi podle argumentace, kterou jsme vySe uvedli pro jiné polohy bodu 4, B, C a D,
nenastava zachovani absolutni hodnoty, jak v obr. 61 naznacuje bod W. I kdyz je tento

bod od jednotlivych ohnisek déle nez bod D, je o 2s bliZe k ohnisku F' nez k E.

Tim je ukazano, které body na elipse lezi a které na ni naopak lezet nemohou, pficemz
vSechny body roviny byly vzaty v potaz. Pro shrnuti, hyperbola se skladd ze dvou
casti, které nejsou rovnobézné ani s jednou ze soufadnicovych os a nalezi ploSe
ohranic¢ené rovnobézkami se souradnicovymi osami, které prochézeji ohnisky, a navic
z poloptimkovych nebo plosnych ¢asti, na kterych lezi body, které jsou o stejnou
hodnotu déale od kazdého ohniska, nez je krajni bod c¢asti hyperboly nalezici vyse

zminéné ploSe, ktery této poloptimkové, Ci plosné ¢asti také nalezi. Jinymi slovy tvar
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hyperboly je v souladu s tvarem, ktery pfedpovidaly bodové konstrukce diive v této

kapitole.
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7 Parabola v manhattanské metrice

Poslednim tutvarem, kterym se budeme zabyvat, je parabola. Jak ukdze definice, od

ptedchazejicich objektl se pon€kud lisi. Stfedoskolska definice zni nasledovné:

Necht’ je v rovin¢ dana pfimka a bod, ktery na zminéné pfimce nelezi. Parabola je
mnozina vSech bodd v roving, které maji od tohoto bodu a této pfimky stejnou
vzdalenost. Zminény bod nazvéme ohniskem paraboly a zminénou pifimku fidici

ptimkou paraboly.

Na rozdil od elipsy a hyperboly ma parabola pouze jedno ohnisko. Navic vzdalenost
uvedena v definici neni konstantni, pouze je vyzadovano, aby pomér vzdéalenosti bodu
na parabole a ohniska a bodu na parabole a fidici pfimky byl 1:1. Obr. 62 ukazuje

jednu z parabol v euklidovské metrice.

1 bod F je ohniskem

ridici pfimka

5 4 Jo 1 3 5 4 5 b

Obr. 62: Parabola v euklidovské metrice
Také zde vyvstava otazka, jak vlastné pfimku v manhattanské metrice chépat.
Manhattanska parabola je mozna pravé diky tomu pomérné diskutovanym objektem.
Mnoho zdrojt, naptiklad [16], uvadi, Ze: ,,Pfimka je geometricky objekt, ktery je
rovny, nekone¢né dlouhy a nekone¢né tenky.” (Pfeklad z anglického jazyka.) Toto
pojeti odpovida tradi¢ni pfedstavé o pfimce, nicméné je s manhattanskou metrikou
v jistétm smyslu nekonzistentni. Je to stejné, jako kdyby dopravni prostiedky na

Manhattanu musely jezdit systémem ulic, které jsou jedna s druhou bud'to rovnobézné,
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nebo navzijem kolmé, zatimco pod nim by vedlo potrubi, které by zadné takové
omezeni nemélo a mohlo by dva libovolné body spojovat piimo. Z této definice

vychazeji Moser a Kramer v [4] pfi odvozovani tvaru paraboly.

Naproti tomu David Iny v [5] vychazi z definice pfimky jako mnoZiny vSech bodi,
které maji od dvou pevné stanovenych bodii stejnou vzdalenost, tedy v podstaté

obdoby osy usecky.

V této praci vychazejme z prvniho pojeti, stejné¢ jako Moser a Kramer. Co se tyce
vzdalenosti bodu od ohniska, zde neni potfeba dodavat nic nového, co jesté¢ nebylo
feceno, protoze budeme-li chtit najit vSechny body, které maji od ohniska ur¢itou
vzdalenost, jednoduse vytvofime manhattanskou kruznici s polomérem piislusné
velikosti. Nicméné budeme muset zkoumat, jak se zjisti vzdalenost bodu a ptimky. Tu
definujme nasledovné: Vzdalenosti bodu 4 od piimky p rozuméjme vzdalenost bodu A4

a takového bodu na ptfimce, Ze zadny jiny bod na pfimce nelezi k 4 blize.

V euklidovské metrice se tato vzdalenost zjisti tak, Ze se bodem A vede kolmice na
pfimku. Ta ji protne pravé v jednom bodé¢, napiiklad P. Potom je vzdalenosti bodu 4 od

piimky p délka useCky AP. Situaci ukazuje obr. 63.
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Obr. 63: Vzddalenost bodu a
primky v euklidovske metrice

vvvvvv

rozliSovat tfi ptipady®. Prvnim z nich je, pokud pfimka roste, nebo klesa prud¢eji nez

strana manhattanské kruznice. Tuto situaci ilustruje obr. 64.

Obr. 64: Vzdalenost bodu a primky — pripad prvni

Jak je z obrazku patrné, nejblizsi bod k bodu 4, ktery lezi na piimce p, respektive p’, je
v takovém piipadé¢ bod, ktery ma stejnou y-ovou soufadnici jako bod 4. Jejich

vzdalenost je tedy rovna absolutni hodnoté rozdilu jejich x-ovych soufadnic

2 Pfi popisu a tvorbé ilustraci pro tfi pfiady uréeni vzdalenosti mezi bodem a pfimkou jsem se inspiroval
z velké casti z [17].
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(na obrazku oznaden v). Zadny jiny bod pfimky bodu 4 blize byt nemize, protoze

bude-li polomér kruznice mensi, neprotne ptimku v zddném bodé.

Naproti tomu, pokud bude pfimka rast, ¢i klesat mirn€ji nez strana manhattanské
kruznice, nejbliz§i bod bude mit stejnou x-ovou soufadnici jako bod A4, a vzdalenost
bodu a pfimky tedy bude rovna absolutni hodnoté rozdilu y-ovych soutradnic bodu 4

a nejbliz§iho bodu na pfimce (na obrdzku oznacena s). Obr. 65 ukazuje tuto variantu.

Obr. 65: Vzdalenost bodu a primky —
pripad druhy

Zbyva jesté prodiskutovat situaci, kdy pfimka roste, nebo klesa stejn¢ jako strana
manhattanské kruznice. V tom piipad¢ celd strana nejmens$i kruznice, ktera ma
s pfimkou alespon jeden prisecik, lezi na pfimce. Je tedy jedno, jaky bod z této strany
vybereme, jeho vzdalenost od 4 bude vzdy stejnd. Pro jednoduchost se zda byt vhodné
vybrat bud’'to bod se stejnou x-ovou soutadnici jako mé bod A4, pak bude vzdalenosti
absolutni hodnota rozdilu y-ovych soutfadnic téchto dvou bodi (s), nebo vybrat bod se
stejnou y-ovou souiadnici, pak bude vzdalenost rovna absolutni hodnoté rozdilu

x-ovych soufadnic (v). Celou situaci ilustruje obr. 66.
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Obr. 66: Vzdalenost primky a bodu — pripad tieti

I v ptipadé€ paraboly lze k jeji konstrukci vyuzit bodové konstrukce, ovSem zde se
ponékud 1i$i od bodové konstrukce elipsy a hyperboly. Protoze ma hledany bod mit
stejnou vzdalenost od bodu a ptfimky, budeme misto dvou kruznic pii konstrukci
vyuzivat kruznici a ekvidistantu pfimky, jinak fe¢eno mnozinu bodd, které maji od
piimky stejnou vzdalenost. Vzhledem k tomu, co vime o vzdalenosti bodu a pfimky,
nebude tézké tvar ekvidistanty odvodit, budeme muset ale opét rozliSit stejné ti
ptipady. Jak je patrné z obr. 67, obr. 68 a obr. 69, ekvidistantu tvofi pfimky rovnobézné

s pavodni ptimkou.

Obr. 67 ukazuje ekvidistantu piimky, kterd roste prudeji nez strana manhattanské

kruznice.
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Obr. 67: Ekvidistanta pro prvni pripad

Obr. 68 ukazuje ekvidistantu pfimky, kterda roste mirn&ji nez strana manhattanské

kruznice.

\

\

A

—

/

Obr. 68: Ekvidistanta pro druhy pripad

Posledni z obrazk ukazuje ekvidistantu piimky, kterd roste stejné jako strana

manhattanské kruznice.
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Obr. 69: Ekvidistanta pro treti pripad

Z definice paraboly plyne, Ze kazdy jeji bod lezi na kruznici o jistém poloméru se
sttedem v ohnisku a soucasn¢ na ekvidistanté fidici pfimky, kterd je od ni ve
vzdalenosti poloméru kruznice. Toto je princip bodové konstrukce paraboly. Parabola
je mnozina vSech prasecikli vSech dvojic kruznice — ekvidistanta pro vSechny velikosti
poloméra. Konstrukci mizeme jesté zjednodusit tim, ze budeme uvazovat pouze tu
cast ekvidistanty, ktera je blize ohnisku, protoze, jak si 1ze rozmyslet, pti libovolném
poloméru kruznice nikdy neprotne druhou ¢ast ekvidistanty, nybrz je od ni vzdy stejné

vzdalena.

Nyni tedy zkusme pomoci bodové konstrukce odvodit ptedpokladany tvar paraboly
pro specialni ptipad, kdy je fidici pfimka rovnob€zna se souradnicovou osou x, a tim
padem je s ni rovnobézna 1 piislusna cast jeji ekvidistanty. Polozme vzdélenost fidici
piimky a ohniska F rovnu dvéma. Konstrukci ukazuje obr. 70. Slabou ¢ernou Carou je

naznacen predpokladany tvar manhattanské paraboly.
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Obr. 70: Bodova konstrukce paraboly

Jesté nez se pustime do ditkazu platnosti tvaru paraboly, popiSme ji obecnéji. Nazvéme
vzdalenost mezi ohniskem a fidici pifimkou parametrem 2a. Bod se stejnou x-ovou
soufadnici jako ma ohnisko nazvéme V¥, body se stejnou y-ovou soufadnici jako
ohnisko nazvéme 4 a B. Obr. 71 ukazuje, jak jsou tyto body vzdaleny od ohniska

a fidici pfimky.

2a 2a

a
2a 2a

a

Obr. 71: Pobis parabolv

Nyni opét dokazme, Ze tento tvar odpovidd manhattanské parabole. Stejné jako diive

postupujme ve dvou krocich. V prvnim ukazme, Ze vSechny body piedpokladané
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paraboly maji vlastnosti na n¢ kladené definici, a v druhém, ze zadné jiné body tyto

vlastnosti nemaji.

Prvni ¢ast zacnéme poloptimkovymi ¢astmi, jejichz body maji stejné x-ové soufadnice
jako body A4, respektive B. JelikoZ body A a B vzeSly z bodové konstrukce, tak
parabole urcité nalezi. Kazdy jiny bod, ktery nalezi polopifimkovym ¢astem, je od
ohniska navic vzdalen o né¢jakou vzdalenost v y-ové soutadnici (naptiklad u). Od fidici
piimky jsou uvazované body také o u dale nez bod A4, respektive B. Vyberme jeden

takovy bod a nazvéme ho X. Ridici pfimku pojmenujme p. Potom dostavame

‘FX‘= 2a+ u-= ‘Xp

b

coz bylo dokazat. Pro lepsi piedstavu slouzi obr. 72.

U

2a F

p
o
bt

2a V
P

Obr. 72: Ditkaz pro poloprimkové casti

Pro diikaz toho, Ze ¢asti spojujici body A a V' a B a V' nalezi parabole, je dobré provést
nasledujici pozorovani. Zaméfme se, bez ijmy na obecnosti, na body, které maji mensi
x-ovou soufadnici nez ohnisko, jinymi slovy lezi na ¢asti, kterd spojuje body 4 a V.
Ozna¢me libovolné zvoleny takovy bod X. Bod, ktery ma stejnou x-ovou soufadnici

jako bod X a y-ovou stejnou jako ohnisko, ozna¢me T (obr. 73).
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lA 2t 20 — 2t F

2a — t

Obr. 73: Ditkaz pro zbylé casti

Déle ozna¢me vzdalenost bodi 4 a T jako 2¢. Protoze trojuhelniky AFV a ATX jsou
podobné podle véty uu, musi platit:
TX|= ¢t
A také:
‘Xp‘ =2a-t

Tedy dostavame
FX|= (2a-20)+t=2a-t=|Xp

b

coz bylo dokazat.

Druhé cast dikazu by $la, pro body s vétsi y-ovou soufadnici, nez ma bod V, provést
pomoci rovnobéZzek s osou x, kde by se ukéazalo, ze bod, ktery nelezi na ptedpokladané
parabole, je bud’to blize, nebo dale od ohniska nez od ptimky. Protoze je to v podstaté
obdoba piedchozich ditkkazi, nebudeme tento postup podrobnéji rozebirat. Pro ostatni
body je pomérné dobie patrné, Ze jejich vzdalenost od ohniska je vétsi nez od tidici
piimky, protoze maji mensi y-ovou soutadnici nezZ bod V. V poloroviné ohrani¢ené
fidici pfimkou, ve které nelezi ohnisko, je bod vZdy minimalné o 2a dale od ohniska

nez od fidici pfimky. Timto byl ovéfen tvar manhattanské paraboly pro dany piipad.

Z tvaru paraboly pro tento piipad lze usuzovat i na tvary parabol pro piipady dalsi.

Pokud by fidici ptimka byla opét rovnobézna se soufadnicovou osou x, velikost
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parametru 2a by zlstala stejnd, avSak ohnisko by mélo mensi y-ovou soutfadnici nez
body na ftidici pfimce, pak by byla vysledna parabola osové soumérna podle fidici
piimky, protoze jednak kruznice v bodové konstrukci by byly osové soumérné
s kruznicemi v bodové konstrukci pro ptedchozi pifipad, a navic by se protinaly
s druhou ¢asti ekvidistanty, kterd je ovSem také osové soumérnd s ¢asti v druhé

poloroving.

Pokud by byla fidici pfimka rovnobéznd s osou y, pak 1 ptimky, které tvoii jeji
ekvidistantu, by byly rovnobézné s osou y. Stejné jak bylo argumentovéano v kapitole
zabyvajici se elipsou, jediné, co by se v bodové konstrukci zménilo, by bylo to, ze co
byl pro ptedchozi piipady rozdil x-ovych soufadnic bodu na parabole a ohniska,
respektive nejbliz§iho bodu na fidici pfimce, by nyni byl tim samym rozdilem, ovSem

tentokrat v y-ové soufadnici, a naopak. Obr. 74 ukazuje vSechny Ctyti druhy situaci.

—\ - /—
°F3 0F4
D3 yo
_/ PO

Obr. 74: Paraboly s ridici primkou rovnobéznou

se souradnicovou osou
Nyni se podivejme 1 na situace, kdy fidici pfimka neni rovnobéZzna se souradnicovou
osou. Zda se byt vyhodné rozlisit tfi ptipady podle toho, jak fidici pfimka roste ¢i
klesa. Nejdiive uvazujme, Ze fidici pfimka roste stejné¢ jako strana manhattanské
kruznice. Proved’'me bodovou konstrukci. Parametr 2a poloZzme roven dvéma (obr. 75).

Predpokladany tvar paraboly je vyznacen slabou ¢ernou ¢arou.
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Obr. 75: Bodova konstrukce

PopiSme parabolu obecnéji (obr. 76).

F a a

P

a

a

Obr. 76: Popis parabolv

Prvni c¢ast dikazu proved'me zvlast pro rizné Casti paraboly. Ta, ktera neni
rovnobézna se soufadnicovymi osami, je stranou kruznice se stfedem v ohnisku
a polomérem a a zaroven nalezi ¢asti ekvidistanty, jejiz body jsou vzdaleny od fidici
piimky a. Tato Cast tedy parabole nalezi. Co se dvou poloptimkovych ¢asti tyce, pak
zvolme na kazdé¢ jeden libovolny bod (X a Y), jak ukazuje obr. 77. Pfipomenime si, Ze

pokud v tomto piipadé¢ chceme urcit vzdalenost fidici pfimky a néjakého bodu, je
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pocetné vyhodné ji pfevést na vzdalenost bodu a bodu na pfimce se stejnou x-ovou,

nebo y-ovou soufadnici.

P

a a

Obr. 77: Prvni cast ditkazu

Pro body X a Y tedy dostavame
\FX‘= atu-= \Xp

respektive
‘FY\: atv= \Xp\.
A protoZe body X a Y byly zvoleny obecné, plati pravé jeden z téchto vztahii pro kazdy

bod poloptimkovych ¢asti, ¢imz je prvni ¢ast ditkazu dokoncena.

V druhé casti dikazu ihned vyluéme body, které nelezi v poloroviné ohranicené fidici
pfimkou, a v niz lezi ohnisko, ze stejného diivodu, pro¢ jsme neuvazovali, Ze by druha
cast ekvidistanty mohla vytvofit body paraboly v bodové konstrukci. Nyni vezméme
v potaz body na polopiimkové €asti rovnobézné s osou x. Vyberme jeden takovy (2)

a ved'me jim rovnobézku s osou y. Na ni vyzna¢me body K, L, M a N podle obr. 78.
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Obr. 78: Pomocné body K, L, M, N

Bod K ptedstavuje body, které maji mensi y-ovou soutadnici nez body na poloptimce.
Bod Z je od fidici pfimky a ohniska vzdalen stejné, avSak bod K je blize k fidici
pifimce a déale od ohniska. S bodem L je to podobné, jen je blize ohnisku a dale
od fidici pfimky. Bod M je ze vSech bodl na rovnobézce s osou y nejblize k ohnisku,
a k tomu jesté dale od fidici ptimky nez bod L. Bod N je jak od fidici pfimky, tak od
ohniska déle nez bod M, ovSem od obou o stejnou vzdalenost. A protoze bod M nebyl
ve stejné vzdalenosti od ohniska a fidici p¥imky, neni v ni ani bod N. Zadny z bodi X,
L, M a N tedy nemuze parabole nalezet. A protoze byl bod Z zvolen obecné a body K,
L, N reprezentuji vSechny body v dané ¢asti rovnobézky s osou y, je timto ukézano, ze
ani jeden z bodl, které lezi nad, nebo pod polopifimkou rovnobéznou s osou x,
nemohou naleZet parabole. Stejny postup se da aplikovat 1 na body leZici nad, nebo
pod ¢asti paraboly, kterd neni rovnobézna ani s jednou soutfadnicovou osou, a pokud
vezmeme misto rovnob€zky s osou y rovnobézku s osou x, miizeme postup zopakovat
1pro body lezici napravo, nebo nalevo od polopfimkové Casti paraboly rovnobé&zné
s osou y. Zbude nadm tak omezena cast roviny, kde jsme nevyloucili moznost, Ze body

v ni nalezi parabole. Tato plocha je ukazana na obr. 79.
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Obr. 79: Zbyvajici plocha

Pokud pouzijeme upraveny postup, ktery byl aplikovan na polopfimkovou cast
paraboly rovnob&znou s osou y, na Cast, kterd neni rovnobéznd s zadnou

soufadnicovou osou, podaii se ndm vyloucit i tyto body. Tim je ditkaz dokoncen.

Nékdo mize namitnout, ze tim jsme pouze dokazali platnost tvaru paraboly pro piipad,
kdy tidici pfimka roste, a k tomu jesté pouze pro situaci, kdy bod na fidici pfimce se
stejnou y-ovou soutadnici jako ohnisko ma x-ovou soufadnici vétSi nez ohnisko. (Je
napravo od ohniska.) To je zajisté pravda, ovSem po provedeni bodové konstrukce
a uvah analogickych k tém, které byly ptfedvedeny v dikazu, dojdeme k nasledujicim

tvarim 1 pro ostatni situace.

Ridici pfimka roste, ohnisko ma vétsi x-ovou soufadnici nez bod na pfimce se stejnou

y-ovou soutadnici (obr. 80).
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Obr. 80: Situace druha

Ridici ptimka klesa, ohnisko m& mensi x-ovou soufadnici nez bod na pfimce se stejnou

y-ovou soufadnici (obr. 81).

P

Obr. 81: Situace treti

Ridici ptimka klesa, ohnisko ma vétsi x-ovou soutadnici nez bod na pfimce se stejnou

y-ovou soutadnici (obr. 82).
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Obr. 82: Situace ctvrta

Nyni se podivejme na tvar paraboly pro fidici ptimku rostouci, ¢i klesajici prudceji nez
strana manhattanské kruZnice. Proved'me bodovou konstrukci. Parametr 2a poloZme
roven dvéma (obr. 83). Body, které vzeSly z bodové konstrukce, jsou syté cerné,

pfedpokladany tvar paraboly je pro piehlednost znacen tlustou hnédou carou.

~ st

Obr. 83: Pfec\ipoklddan)}'tvar paraboly

Jak je z obrazku vidét, tvar paraboly se zmeénil tak, ze dvé c¢asti, které nejsou

rovnobézné ani s jednou soufadnicovou osou, nejsou stejné dlouhé. Jeste zvlastnéjsi je
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fakt, ze zadna z téchto Casti neroste, nebo neklesa ani stejné jako fidici piimka ani jako
strana manhattanské kruZnice. Skute¢né, jak doklada [4, str. 442 — 448], stejné tak jako
prace Christiny Janssen [7, str.46 — 53], ukazat tvar manhattanské paraboly pro obecné
pfipady rastu fidici piimky je pomérné zdlouhavé a naro¢né. Zatimco [4] predklada
dikaz pro jeden zvoleny druh ptipada a poté ho pomoci transformaci ptevadi na zbylé,
[7] tyto dalsi pfipady zmifiuje, avSak hloubé&ji nerozebira. A jelikoz cil této prace
rozhodné neni fici vSe, co se o manhattanskych kuzeloseCkach fici da, odkazme
piipadné zdjemce o zjiSténi tvaru paraboly pro vSechny mozné piipady na zdroje
uvedené vySe a pro toho, kdo by si chtél lamat hlavu nad tvarem paraboly sam,
pfidejme na =zavér této kapitoly nckolik obrazkh bodovych konstrukci

a predpokladanych tvart parabol pro vybrané situace.

Ridici pfimka roste prudCeji nez strana manhattanské kruznice, ohnisko ma mensi

x-ovou soufadnici nez bod na ptfimce se stejnou y-ovou soufadnici (obr. 84).

b i £ .
Obr. 84: Ridici primka prudce roste, ohnisko nalevo od ni

Ridici pfimka roste mirnéji nez strana manhattanské kruznice, ohnisko ma veétsi

y-ovou soufadnici nezZ bod na pfimce se stejnou x-ovou soufadnici (obr. 85).
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Obr. 85: Ridici primka mirné roste, ohnisko nad ni

Ridici pfimka roste mirn€ji nez strana manhattanské kruznice, ohnisko mé& mensi

y-ovou soutfadnici nezZ bod na pfimce se stejnou x-ovou soufadnici (obr. 86).

Obr. 86: Ridici primka mirné roste, ohnisko pod ni
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8 Priklady
8.1 Zadani prikladua

1 V metrice zavedené v podkapitole 2.1 urCete vzdalenost nasledujicich dvojic stanic

metra:
a) Zli¢in — Cerny most,
b) Hlavni nadrazi — Mistek,
c¢) Skalka — Vysoc€anska.
2 Dokazte, Ze Hammingova vzdalenost je metrikou na mnozin¢ textovych fetézcu.

3 Na naésledujicim planku meésta (obr. 87), kde usecky piedstavuji ulice, jejich
priseciky ktizovatky a plochy mezi tiseCkami zastavénou plochu, najdéte alespon
10 nejkratSich cest mezi body 4 a B a urCete délku téchto cest. Kolik takovych cest

existuje?

Obr. 87: Planek mesta
4 Najdéte vSechny prisecCiky nasledujicich kruznic danych stiedy S a S
a poloméry 7, a r, v manhattanské metrice:
a)S =[1;2],n=2,8=[-2;0],»=2,5
b)Si=[-1;3],n=4,5=[53],n=2

S =[-1;1],n=3,5=[0,52,5], =1
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d)S$i=[3:2,n=18%=[3-1],n=4

Jak by bylo potieba upravit ptiklad s robotem v kapitole 4, aby hledanou mnoZzinou

nebyla manhattenska kruznice, ale elipsa?

Dokazte, ze ke kazdym dvéma bodim v rovin¢ existuje pravé jedna uspotradana

trojice (S, A« Ayr), a navic Ze kazda tato trojice generuje pravé jednu dvojici bodu.
Do roviny zakreslete tvar elipsy, jez je dana ohnisky F a F' a parametrem 2a pro
nasledujici pripady:

a)E=[-1;-1, F=[2;-1],2a="7

b) P(E,F)=([1;0],0,3), 2a =8

¢) P(E,F)=([0;0],1,-2),2a=9

d) P(E,F)=([2;1],2,-2),2a=10

Do roviny zakreslete hyperbolu pro nasledujici vzdjemné polohy ohnisek E, F

a hodnoty parametru 2a:
a) P(E,F) = ([1;5],2,0), 2a =3

b) P(E,F) = ([2;-3],0,~4), 2a = 5
¢) P(E,F)=([2;1],-2,2),2a =6
d) P(E,F) = ([1;2],-5,1), 2a = 4
e) P(E,F) = ([1;2],2,6),2a = 6

f) P(E,F) = ([-4;3],4,-3), 2a =2

Hyperbola ma ohniska £ =[—2; 1] a F'=[4; 3]. Navrhnéte hodnotu parametru 2a
(pokud takové existuje) tak, aby:

a) dvé poloptimkové ¢asti byly rovnobézné s osou x a dvé s osou y
b) se hyperbola skladala také z ¢asti s nenulovou plochou
¢) vSechny poloptimkové Casti byly rovnobézné s osou y

d) vSechny polopiimkové ¢asti byly rovnobézné s osou x
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10Prvni parabola ma ohnisko £ a jeji fidici ptimka prochézi body 4 a B, druha
parabola ma za ohnisko bod F a jeji fidici ptfimka prochdzi body C a D. V roviné

zakreslete ob¢ paraboly a najdéte jejich priseciky pro nasledujici situace:
a) E=[-1;1],4=[0;—-1], B=[2;-1], F=[3;3], C=[4;1], D= [4;3]
b) E=[3;-1],4=[0;-5], B=[2;-5], F=[3;4], C=[4;6], D =[2;6]

¢) E=[2;0],4=[0;0], B=[2;2], F=[5;3], C=[5;—-1], D=[9;3]

8.2 Navod k reSeni vybranych uloh

Ulohy prezentované v predchozi podkapitole jsou riznych druht. Ty s &isly 4, 7, 8
a 10 obsahuji konstrukéni ¢ast, kterd by pii aplikaci poznatkii z relevantnich kapitol
nemela Cinit vétsi problémy. Pokud je pozadovéano nalezeni prisecikii, jsou utvary
voleny tak, Ze pokud existuji jejich spolecné body, jejich odhaleni by nemélo byt
komplikované. Uloha 1 by také neméla byt slozita, jen je dobré si dat pozor na to,

jestli u zadani b) a ¢) je spravné zvolena prestupni stanice.

Naproti tomu zbylé piiklady misty vyzaduji hlubsi zamysSleni, proto nasleduje tu

kompletni, tu hruby navod k feseni téchto uloh.

2 Dokézat, ze je Hammingova vzdalenost metrikou, znamend prokéazat platnost
axiomu metriky (podkapitola 2.1). Axiom nezapornosti je jist¢ splnén, protoze se bud’
fetézce neliSi, potom je Hammingova vzdélenost rovna 0, nebo se lisi na kladném
poctu mist. Neni jisté mozné, aby pokud se prvni fetézec 1i§i od druhého na daném
poctu mist, aby se druhy od néj 1iil na jiném poctu, protoze jinak by v kazdém piipade
muselo jit o jiné fetézce. Axiom symetrie je tedy rovnéZz splnén. Co se axiomu
totoznosti tyce, pfevede se na sloZzeny vyrok: Pokud je Hammingova vzdéalenost dvou
fetézcl rovna nule, pak jde o totozné fetézce, a soucasné pokud jsou fetézce totozné je
jejich Hammingova vzdalenost rovna nule. Ukdzat platnost jednotlivych implikaci uz

trojuhelnikové nerovnosti. Zde je mozné provést ditkaz sporem. Budeme piedpokladat,

7ze Hammingova vzdalenost fetézcl x a z je rovna p, Hammingova vzdalenost fetézct
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x ay je rovna ¢ a Hammingova vzdalenost fetézcii y a z je rovna . Protoze sporujeme,
musi soucasné platit:
p>qtr

Ale 1 kdybychom vzali fetézec x, zméenili ho na ¢ mistech, poté vzali vysledny fetézec
a zménili ho na » mistech (jinych, ¢i alespont z Casti stejnych) bude se vysledny
fetézec z lisit od plivodniho fetézce x nejvyse na g + r mistech. Soucasné ale vime, ze
x a z se li$i na p mistech. Z vyse uvedené nerovnosti dostavame, ze z a z se od sebe lisi
alespon na jednom misté. Podle axiomu totoZnosti tedy z a z nemlzou byt stejné
fetézce, coz usti do sporu s predpoklady. Musi proto platit plivodni tvrzeni, axiom

trojuhelnikové nerovnosti.

3 Zde hloubgji rozeberme pouze otazku, kolik nejkratSich cest existuje’. Vime, Ze
nejkratsi cesta od 4 do B se musi skladat z osmi Usekti vodorovnych a ctyf useki
svislych. V nejkrat§$i cesté¢ maji tyto Useky libovolné potfadi. Oznaéme potadi
jednotlivého tseku v sekvenci nejkratsi cesty ¢islem v rozsahu 1 az 12. Nyni vybirdme
Ctyfi z dvanacti Cisel, které budou predstavovat svislé useky. Zbytek jsou automaticky
useky vodorovné. Pocet zplsobil, jak vybrat Ctyfi Cisla z dvanécti, kde nezélezi na

potadi, je roven kombinacnimu ¢islu dvanact nad ¢tyimi, coz je 495.

5 Naptiklad tak, Ze by nyni byli roboti dva, ktefi by sdileli ur¢ité mnozstvi energie. Pti
ponechani ostatnich pfedpokladi by elipsou byla mnozina vSech koncovych bodt drah

robotli takovych, ze ob¢ konci ve stejném bod¢.

6 Vsechny slozky uspotfadané trojice (S,A.sAyr) jsou ze své definice zavedeny
jednoznaéné, protoze soufadnice bodll £ a F jsou jednoznacné urCeny, a vysledky
jejich scitani a odcitani jsou také jednoznacéné. Ze strany druhé je ze zadané
uspotfadané trojice (S,A.sAr) mozné ziskat soufadnice bodi E a F tim, ze se
k jednotlivym soufadnicim bodu S pficte A.r Ayr (pro F) respektive odecte (pro E), coz

opét usti pouze v jednu moznost.

9 To, jaky bude mit hyperbola tvar, se odviji od polohy krajnich bodl Ccasti
nerovnobéznych se soufadnicovymi osami. Ty jsou vzdaleny polovinu d od

piislusného ohniska. Pokud budou mit dva z téchto boda soufadnice [—2; 3] a [4; 1]

3 Tato ¢ast tlohy a uvedend argumentace byly inspirovany vykladem Mgr. Dereka Pilouse.
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nastava situace b). Hodnota d je zavislad na parametru 2a. Pro b) je 2a =4, pro mensi
kladnou hodnotu 2a nastava situace c), pro vétsi situace a); d) nenastava pro zadnou

ptipustnou hodnotu.
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Zavér

Zaveérem shriime, jaké vysledky préace piinesla. Velkym piinosem bylo urcité vytvoteni
Cesky psan¢ho materidlu zabyvajiciho se kuZeloseCkami v manhattanské metrice, coz
umoziuje lidem, ktefi maji o problematiku zajem, nicméné maji problém
s cizojazyCnymi texty, najit informace, které by je mohly zajimat. Navic je text
oprostén od vyuziti hlubSich matematickych poznatkii, coz na jednu stranu zptsobuje,
ze nekteré pasaze jsou delsi a n€které formulace krkolomnégjsi, nez kdyby se pouzil
vétsSimu poctu pripadnych zajemcu.

Co se samotnych poznatki tyce, byla prezentovana definice pojmu metrika, ktera byla
osvétlena na ndzorném prikladu. Problematika manhattanské metriky byla diskutovana
v souvislosti s redlnym svétem a byl podan dikaz toho, Ze metrikou skutecné je. Dale
byl prozkouman tvar kruznice, u elipsy a hyperboly byl odvozen tvar pro libovolnou
polohu ohnisek, u paraboly se pii zvolené definici pfimky podafilo dosdhnout
odvozeni pouze u specialnich ptipadl, ¢imz se ale otevird prostor pro piipadné prace,
které se tvarem pro obecné zaddni budou zabyvat. Dal§i mozZnosti je pak zkoumat
parabolu pfi jiné definici pfimky. Nesmime zapominat ani na pouZzitou metodu.
Pfevedenim bodové konstrukce do manhattanské metriky jsme ziskali nastroj
k urovani ptiblizného tvaru kuzelosecek. Samoziejmée i postupy pouzité¢ v dikazech

by mohly najit uplatnéni pti feSeni jinych probléma v manhattanské metrice.

V neposledni tadé stoji za to podotknout, Zze uz sama mySlenka, ze zdkladni
geometrické utvary mohou mit, a dokonce maji tvary, na které ¢loveék neni zvykly,
muze vzbuzovat uzas a zvidavost, ¢ehoZ by se mohlo vyuzit pii vyuce matematiky na

skolach.

Téma kuzeloseCek v manhattanské metrice timto materidlem ale zdaleka neni
vycCerpano. Sta¢i nahlédnout do [9] od Richarda Laatsche pro ilustraci toho, Ze na
kuzelosecky je mozno se divat i z jiného thlu pohledu, nez ktery je prezentovan zde.
A vibec, jak ukazuje napftiklad server taxicabgeometry.net, na manhattanské metrice
lze postavit celou geometrii, s trojihelniky se tfemi stejnymi Uhly a dvéma stejné

dlouhymi stranami, které piesto nejsou shodné, a dalsimi zajimavostmi [18]. Dalo by
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se fici, ze manhattanskd metrika ptedstavuje svét stejného, které je tak jiné. A pohled

do néj ma hodné co nabidnout.
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